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Vorwort zur vierten Auflage« 



Die Aufgabensammlung, von Sohncke hat durch drei Auflagen 
hindurch ihre Brauchbarkeit bewährt. Wie sie manchem Lehrer 
beim Unterricht in der Differential- und Integralrechnung als Samm- 
lung Yon zweckmässigen Beispielen lieb geworden ist, so hat sie auch 
vielen Studirenden an Universitäten imd polytechnischen Schulen 
willkommenes TJebungsmaterial geliefert. Dass Einzelnes, wie es in 
den bishierigen Auflagen enthalten ist, den durch das jetzt allgemei- 
ner verbreitete und intensiver gewordene Studium der mathematischen 
Wiss^ischaften so hodi gesteigerten Anforderungen gegenüber nicht 
mehr deinselben Werth besitzt, wie beim ersten Erscheinen des Bu- 
ches und Anderes geradezu veraltet ist, liegt in der Natur der Sache. 
Nichtsdestoweniger schien mir das Buch des Brauchbaren und Werth- 
vollen so viel zu enthalten, dass ich auf den Wunsch des Herrn 
Verlegers die Bescnfgung der vierten Aufläge gern übernahm. Ich 
verhehlte mir dabei die eigenthümliche Schwierigkeit nicht, die darin 
lag, bei Berüisksichtigung des ursprünglichen Charakters des Buches 
den Bedür&issen der Jetztzeit möglichst gerecht zu werden. 

Mein Hauptaugenmerk musste dahin gehen, den Mängeln mög- 
lichst abzuhelfen, welche sich bei langjährigem Gebrauche des Bu- 
ches herausgestellt hatten. So sind sämmtliche, die einzelnen Bei- 
spielgrappen einleitenden Erklärungen, Regeln u. s.w. vollständig 
umgearbeitet worden. Sodann habe ich, um eine möglichst grosse 
Correol^heä; zu erzielen, sämmtliche Beispiele auf's Neue selbst durch- 
gerechnet und die dabei aufgefundenen, zahlreichen Fehler verbes- 
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sert. Die Lösung derjenigen Aufgaben, welche erfahrungsgemäss den 
Studirenden grössere Schwierigkeiten darboten, ist noch mehr als in 
früheren Ausgaben durch kurze Anleitungen erleichtert worden; auch 
habe ich, wo mir diess nöthig schien, die Anzahl der Beispiele ver- 
mehrt. Die mannigfaltigen grösseren und kleineren Aenderungen, 
welche ich nach sorgfältiger Ueberlegung und bei möglichster Scho- 
nung des vorhandenen Guten im Interesse der Sachö vornehmen zu 
müssen glaubte, hier anzugeben würde zu weit fuhren. Der unpar- 
teiische Sachverständige wird diese Aenderungen und die Gründe, 
die mich hierbei geleitet haben, wie ich holBfe, billigen. 

Dear ecste Abschnitt über die Differentialquotienten algebrai*- 
scher' maA traascendenter Functionen, der sich durch die Beichhat- 
tigkeit und Brauchbarkeit seiner Beispiele vor allen andern aus«- 
zeichnete, ist nahezu unverändert beibehalten worden. Im.früheren 
vierten, jetzigen fünften Abschnitt wurden jeder wiohtiger^enuniend- 
Mchen Beihe die Gülti^eitsgrenzen beigesetzt; dagegen kop^tea auph 
in dieser neuen Ausgabe Untersuchungen über die Gonvergenz und 
Divergenz unendlicher Reihen, als in die algebraische Aufalysis ge- 
hörig, selbstverständlich keine Aufoahme finden. Die kur.z9 Anlei- 
tung zur näherungsweisen Lösung numerischer Gleichungen mitteht 
dfes Maclaurin'sdien Lehrsatzes, welche diesem Abschnitt beigagßbon 
ist, wird manchem Studirenden nicht unwillkommen ^sein. Derfw^ 
Abschnitt der dritten Auflage über die hyp^bolis^hen Functionen 
konnte bei dem besohränkten Räume des Buches ni^fat mahr a^f- 
gmommm werden. Die Untersuchung der Gusviea und OfoerSächen 
ist, soweit dies thunlich erschien, den neueren Anforderungen an 
Symmetrie entsprechend lungebarbeitet worden. 

Seit dem ersten Erscheinen der Sohncke'scheli A-ufgabensaümi- 
lung* im Jähre 1850 ist dieselbe für viele der nachfolgenden, ähö- 
Kchen Sammlungen, auch für solche, welche jetzt vornehm auf flire 
Vorgängerin glauben herabblicken zu müssen, zu einer reichen Fund- 
grube geworden, so dass es gewiss in der Natur dör Saiche' Hegt;, 
wenn jetzt die Zinsen und Zinseszinsen des von So^cke aaigclegtän 
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Capitals dem Buche selbst wieder zugeflossen sind. Es haben dem 
Bearbeiter der vierten Auflage namentlich die beiden trefflichen 
französischen Uebungsbücher Brahy: Exercices methodiques de calc. 
diff. und Freuet: Recueil d'exercices sur le calc. infinitesimal, so- 
wie die englischen Lehrbücher Toth unter: A treatise on the dif- 
ferential calculus und Salmon: Analytische Geometrie des Raumes 
(deutsch bearbeitet von Herrn Prof. Fiedler) wesentliche Dienste 
geleistet. 

Auf die Correctur der einzelnen Druckbogen ist sowohl von 
Seite des Herrn Verlegers, wie auch von Seite des Herausgebers die 
grösste Sorgfalt verwendet worden. Pie dessenui^geachtet stehen 
gebliebenen, weiQig€fn Druckfehler bitte ich vor dem Gebrauche dös 
Buches verbessern zu woHen. 



Zürich, im October 1874. 



H. Amstein. 
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Capitel I. 

Differentiale erster Ordnung Ton entwickelten Functionen 

einer unabhängigen Yeränderlichen. 

§.1. Grundformeln und allgemeine Regeln. 

Bezeichnen ti, v, w,. .. Functionen der unabhängigen Veränderlichen 
X und sind du, dv, dw, ... die Dififerentiale dieser Functionen und A, 
B, (7, . . . Constanten, so gellen folgende allgemeinen Gesetze : 

I. d(U:hV:htD±: ..-) f^ dudtdv±:dwdo... 
Zusatz. dC ==0 

II. d(Au) =s Adu 

Zusatz. d(iu + Äü+ Cw+ . ..) a= Adu+Bdv+Cdw-i-... 
IIL d(uv) =5 udV'\-vdu 

Zusatz 1. d{uvu))ssvwdu'{-uwdv-{-uvdu) 

Zusatz 2. ^M^^+^ 

UV UV 

Das Differential einer Function, dividirt durch die Function, wird das 
logarithmische Differential dieser Function genannt. 
ly , / m\ vdu — udv 
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usatz 
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dv 
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usatz 
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du 
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dv 
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V. d(w«) = nu^-^du, 
wo n irgend eine positive oder negative, ganze oder gebrochene, rationale 
oder irrationale Zahl bedeutet, welche von x unabhängig ist. 

S h n c k e's Aafgabensammlang. I. 1 



Zusatz I. rt V w = — 7=^ 

2Vtt 

Zusatz 2. -i-— ^as=n — . 

w" u 

Ist u eine Function von x und F(u) eine Function von ti, so wird 

F{u) eine mittelbare Function von or genannt, und es gilt der Satz: 

VI. da^F{u) = F'(n)dsu, 

wo F'(tt) = -T- die in Bezug auf u genommene Ableitung von F(u) 

bezeichnet und die den Differentialzeichen beigesetzte Marke x andeutet, 
dass diese Differentiale in Beziehung auf die unabhängige Variable x zu 
nehmen sind. 

Ist y =:f{x), und bezeichnet man diejenige Function von y, wel* 
che für Jeden Werth von y den aus der Gleichung y «= f{x) hervor- 
gehenden Werth von x angibt, mit ^{y), so dass also /l9>(y)] =»= y ist, 
so heisst diese Function (p(y) die inverse Function der Function f{x), 
und es gilt die Gleichung: 

VII. ^^f^y^^-^y 

§.2. Beispiele zur Differentiation einfacher alge- 
braischer Functionen. 

1) y = 0?" 2) j^ ^ a.x^ 

dy Ä noif-'Hx dy » n.a.x^^^dx 



3) w=— -hft 4) y ^Ca+te)"* 

a 

^ ' dy = m6(«-i-6a?)'"""^rfa; 

dy = — x^~^dx 

5a) y =|a73— 3a;4+ MLa;5_2x-6-H4a;'» 
dy = a?*(l — 6a;+ 13a;* — 12a;» + Ax^)d3c 

5b) y = — a;"» — jöa;P-'+g 

(iy = [a?»»-i — jy(p — l)a;P-2]^a? 
6a) y = 9tt?^-f-3a?-'"» — 3a?^** — aa?~*" 

dy = (63a?«— loa;-« + 33a?-i2-i- a»fia?-(«»+i))(te 
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6b) y « 3rci— 4a;H+9ajJ_6a;J + 4a?"-i— |a?-^*+7.5-J 

7) y Ä [a4-Äa? + ca;*- + 6iC*]'" 

dy = wi(6+2ca? + 3ea?2)(a-|-6a?+ca?*4-6a;*j"'~*rfa? 

\3Va? ^ ^ a;V.a?^ 2a?Va?/ 

c^M SS — (6 + 2ca? 4- 3ea7-) yJ(a-{-bx + ca?* + ea?^)'"""'* «/a? 
iw(6 + 2ca? + 3«a?^)flfa? 



oder == -- 



nV(a + ftaJ+caj^+aa?^)" 



■m 



10) y - , i\ ,^a ^ 



_ r fr— 2ca; 2ga?^(3w+5pa?^ ) j 

^^ "" l(a— 6a?+ca;V (m+waja+pa;^)^]'^^ 
11) y = (a + 6a?)((54-ea?) 
rfy itf: (ö«4-frc4-2frea;)rfa? 

13) y » 27«»— ^x^ 11^ + 12a;* + V'a'v'^ 

dy = (81x» — lOSaj^P +24« + 4 v'ic*) rf« = (9a;-65'»»-2v^ä!)*rfx 

14) j, = 2 v''^[^a;v'^+nTJ^>/^+^ V^+ ^^«+9— ^1 
d« «. |3Q^|x^+^Q'yl'^+9^l7+^ + ~ + ^\dx 

15) y = Ifav^JD»— |fa!»\fä*4-T>'\'^ 

dy = Vie'C^- 3a!+aVi)da; = ^'xH\^'+ 1) (2— >/«)^ da? 



16) y =a,3[^\Wa;-^+-¥] 

17) y = (6aj2— 4»*)* 

dy == 4x''(12—x^)(6 — \x'ydx 

18) 2/ = V3a;-2a;» 20) y = v'4+2>/3^+3a;* 

rfy = -J^l^^dx dy - 1 + 2W3^ . 

yl(3x-2x')^ V35(4+2>/3^+3^*)* . 

19) y = ^(2a!»-a!'')3 21) y = ^(3+4^^«;)» 
dy^^^=Mdx . ,, - Väfe 

22) y = Y/J2Vr-A+y(i_a,)2j* 

dy = |(a;+ l)ypr^ - jxyrp ^^ 

x^x^l -x^2^x(x— 1) +a\'.(l — »)* 

23) y = v'(a + a;'-)«\f(a + a!*)2 25) y = >/(o^+aa! +a:«)(a— a) 



dy = ^^x'^ia + x'^y'dx dy =— ^'"''^ 



2Va» — 



a; 



i 



24) y = (5 + 3a;)>/6a; — 5 26) y = (3»» +5oa; — 2o»)Va*+-3a;* 

dy = T=== «y = j — — dx 

>l6x—5 -Va*+3a;* 

27) y «= (9a2 — 6a6aj+56»a;*)y(a + 6a;)'^ 

406Vda; 

3va + ftic 

28) y = (2o+36a;)(2a— 36a;)*v'4a + 66aJ 

dy = |ft(36«:— 2a)(216a;4-2a)v'66a;+4a da; 

29) y = a;(a''«+**)Va*'-a!* 

o*+a*a;* — 4a;* , 
dy = — , , , — dx 
V a* — X* 

30) y = (a; + Vr+»*) >/I+^ 31) y= — >/a»— a?» 

a; 
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32) y «= (40-12x+\'x^)^|5+3x 36) y = {Ji + ^siV (3-5rr*)' 

33) y = iii-2x+x-')y[(ö+txy 37) y = f^- g^JVSaJ+a;* 
rfy = lx^b+2x dx av = = 



34) y = (4a; — 7)(3a?+7)^3^^T7 2W3a?+a;» 

dy = 2843^+7 da? 38) y = (8a!»-21)^(7+4^ 

d = 18rfa; 39) y = (3a;« + 4) ^9»*— 3 

^ a!*>/7aJ*— 9 , 135a;ida? 



^)^H^-^!\/(3-»-^) 



ih//«^A\' ^(9x*-3)3 



720daj 
dy = - 



41) y = (||-TV^4xM-|x^l6a;)\'(3 + >/4a;5)' 

<*» = M^4F^(3+>/^)*da; 

1 AAS 5 + 3a;+a;* 

42a) y «= ,._,^+^. 44) y = g.g^^.^, 

a— 2a; . ,., _ 6 (5— a;^)da ; 

«^y = (a» _ ax+x-^)^ ^"^ ^^ ~ (5^^3^^+^»? 

42b)y«f^ 45) y,(§^^£?-V^l 

dy » (2a?+l)da; ^^ ^ <<^ 

a;»+oa;«+aa;+l a;«>/a;''- 1 



42c) y 



46) y = 



dy = (2a;+a— 1) da; V«*— »* 

43) 3f = . . ^2 <^y = 






"^^ ^ (a2+a?^)2 



« 



47) y = ^/«!-^; 49) y ^ 

dy ^ ^a^xdx ^ _ {yjl+x^—xjdx 

(a^+x^)yla*—x* ^ >/r+^ 

48) y = .r,/I±p 50) y, Vl+g-H^ 

dy ^ _^^^±abx ^h^x^ ^^ 2 [VrTg+ x^dx 

(a — hx) yja^—b'x'' ^ yii-hx^ 

51) y = yiT^-^i^ 

^y = ,/^^ ^, dx 

(a+ bxYyla + hx 
, 5ft*a73(ia? 

% 5SB — . 

2(ff+6a;)3 ^a-^-bx 

^ ^ [190a;* + 543;" + 100a;] >/4a;» — 5 . 
. * 3^(5»*+l)» 

54) y « ^^* _ ^^öa;*-A 

(9«— 13)»V9a;*— 13a; 56) « = ^^ 

, Ihx ^(2^-f*)* 

(9.-13)V9a;^-13a; dy « ;ip^^ 

55) « = 108-18v/^l-3a;-|a;>/^ A+20a;»+^J-»a!» 

^2^rj^ 57) y = '^ ■ 

Y ^f^ V(3+5a;«)» 

rftf = ... ^^^"^^ ' ^ 27«ia; 

9y(2-va;)* ^^^ = - ^V (3 + 5a;«)^ 

58) y = CV^^-tV] v^Ö+eT^* 



dy = 24a;»^(| + 6Vx»?rfa; 



59) y - * 



^y\^-M >y(^-M 



. x*dx 

dy = 



y(a;»4-l)" 
60) y = y^TfV^i '^'-|Lf ) +^(7V^-15) 

§.3. Definitionen und Grundtorm ein. 

Die einlachsten transcendenten Functionen sind diejenigen, welche 
aus der Exponentialfuncti on, aus den trigonometrischen 
Functionen und aus der ümkehrung dieser Functionen, nämlich aus den 
Logarithmen und den cyklometri«chen Functionen hervorgehen. 

Die Exponeptiairunction e* ist definirt durch die für jeden endlichen 
Werth von x unbedingt convergente Reihe 

wobei e ==i + _4._4--_ ^... in inf. = 2,718281828... 

Aus der Umkehrung der Exponentialfunction e^ gehen die natur- 
lichen Logarithmen (Neper'sche oder auch hyperbolische Logarithmen), 
deren Basis e ist, hervor, so dass, 
wenn y = e% 

X = log. nat. y. 

In der Folge werden die natürlichen Logarithmen durch ein dem 
Logarithmanden vorgesetztes l bezeichnet. 

Die Logarithmen in Beziehung auf die Basis 10, welche durch ein 
dem Logarithmanden vorgesetztes log bezeichnet werden sollen, werden 
Brigg'sche oder gemeine Logarithmen genannt. 

Zwischen dem Brigg'schen und dem natürlichen Logarithmus einer 

Zahl z besteht die Beziehung 

, Iz 
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Allgemein gilt zwischen den Logarithmen einer Zahl z in Beziehung 

auf die zwei Grundzahlen a und b der Satz 

i . fl 

, ^ logÄ 



log 6 

b a 

woraus folgt log a . log 6 » 1. 

1 ^ 

Die constante Zahl -tt-s log e, mit welcher man den naturlichen 

Logarithmus einer Zahl z multipliciren muss, um den Logarithmus der 
nämlichen Zahl z in Beziehung auf die Basis b zu erhalten, heissl Mo- 
dulus des zur Basis b gehörenden Logarithmensysteras. 

Es ist demnach der Modulus des Brigg'schen Logarithmensystems 

/lÖ = ^^8 ^ = 0,434294482 . . . 

Umgekehrt Qndet man den natürlichen Logarithmus einer Zahl, 
indem man den ßrigg^schen Logarithmus derselben mit dem reciproken 
Werthe des Modulus 

^-=«10 = 2,302585093... 
löge 

multiplicirt. Die Multipla dieser beiden Zahlen , deren Kenntniss die 
wirkliche Berechnung abkürzt, findet man in jeder gut eingerichteten 
Logarithmentafel. 

Die Erklärung der trigonometrischen Functionen entlehnt die 
Analysis der Goniometrie. Während aber in der Goniometrie die unab- 
hängige Variable gewöhnlich als eine Winkelgrösse (ausgedrückt in Graden, 
Minuten und Secunden) betrachtet wird, zieht man es in der Analysis 
vor, die Länge des auf einem Kreise mit dem Radius 1 diesem Winkel 
als Centriwinkel entsprechenden Bogens (ausgedrückt in Theilen des 
Halbmessers) als unabhängige Variable einzuführen. 

Zur Verwandlung von Winkelmass in Bogenmass dienen die Glei- 
chungen arc 3600 = 27r, arc 180® = n, arc 90« «= ^tt, 

arcP = 1^ = 0,017453293..., arc 1' «= jg^ = 0,000290888..., 

arc 1'' = ,Q^ !1 ^^ = 0,000004848 . . . 
loO . oü , 60 



Die Multipla dieser Zahlen findet man in den Logarithmentafeln. 
IVlit Hülfe dieser Zahlen ergibt sich z.B., dass einem Bogen von der 
Länge 1 ein Winkel von 57^ 17' 44",806 = 206264",8 entspricht. Der 
Brigg^sche Logarithmus der letzteren Zahl, welcher mitunter gebraucht 
wird, ist 5,314425L 

Einige Schriftsteller haben für folgende rationalen Functionen der 
Exponentialfunction e^ 

die besonderen Benennungen sinus hyperbolicus von x und Cosi- 
nus h y p. von x und die besonderen Zeidhen 

©inJT und 606 07 
eingeführt. Eine wesentliche Abkürzung wird hierdurch nicht erreicht. 

Die inversen Functionen der trigonometrischen sind die cyklo me- 
trischen Functionen arcsino?, arctango;, etc. 

Unter aresin a?, resp. arctango?, arccotanga; ist derjenige zwischen 

7t 7t 

^ und + — liegende Bogen des Kreises mit dem Badius 1 zu 

verstehen, dessen sinus, resp. tangens, cotangens gleich x ist. Mit 
arccoso; wird derjenige zwischen und 7t liegende Bogen des Kreises 
mit dem Badius 1 bezeichnet, dessen cosinus gleich x ist. 

Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende Diflerentiationsvor- 
schriften, wobei u eine beliebige Function von x bedeutet: 
VIU. d(c«) = eHu 

Zusatz. d{a^) = aHadu 

IX. d(lu) = — 

Zusatz 1. alogM = -r- • — 

la u 

Zusatz 2. du = ud(lu) 

X. d(smu) SS cosudu 
XL d{cosu) = — smudu 

XIL d(tangu) « -^ = (l+tang2w)d[u 

du 
XIIL d(cotangw) = — ---=— (l-|-colang*M)rf?* 

1* 



10 

sin u 

XIV. (i(secti) = ^ du = secti tangu ({ii 

cos 9/ 

XV. d(cosecti) = r-,— (/tt = — cosecti cotangu du. 

Die Formeln X—XIII liefern nach dem Satze über die Dififerenlia- 
tion der inversen Functionen folgende weiteren: 

du 



XV(. d (aresin u) s 



XVn. (l(arccosi«) = — 



XVIII. dvarttangti) == 



Vi— li* 
du 



Vi— M* 

du 



1+1*2 
XIX. (2(arccotangu) « — :j ^ • 

§.4. Beispiele zur Differentiation transcendenter 

Functionen. 

x^ — 2 



^1) y «/(l+rr») 6) y = I 



V(6 — 2a;^)» 



j 2xdx * a?3 ^/p 



1+a;* ^ (a?*— 2;(3 — a?2) 



/2) y :-/-^ 



1— Ä* 



7) y ^ ,/Vlj^-Vj-a.| 
\Vl+a?+Vl— a?/ 



dy = — T^i =T- da? . . «^ 

x\l — s'' 



^ «. , a? 



f ^i + x» — a? 



'^)»-'i^ 



Vl+a?^ 



9) y - i J'^t-'^jl 



" 7a;»— 3 



'5) y = Z(a!+VH-ä;») ia^ a;*(2a; + 4)^ 



V 1 +0!» * a<6 + 7« + 2jr») 
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•Vit 

291 



Man setze: ö— ^^ — = *. s — - — = '> ''' — 1 = f, 

alsdann wird: 
5»'— 4a;+l 
** "^ «»+2»«— 10a;+7 "* 

13) y - ^^-^§1^ + ^1(4-50;) 

j 535* dx 

1 _^ 125 65 ^35 , ^K , 

14) y -= /. ^ v4 + 5/ 



(1 + a?)* 1+ a? 

dx 

,,^ 245» - 18 ^ 5 JV3+W7] , ,,„ , .. 



294(3- 7fl;») 6^21 'VS^^J? 

6— 2a;« 
(3 - 7»«)' 



^y - /« - 7^«xi 'fa' 



,ß. IJ Aj-13?*_ 7x^. »!_( 1 , . g' 

'"'' ^"15»« 12"^ 75 250'*'625l(a;»-5)« ""V— 5 

2 dg 

^ * x»(x» - 5)» 

'17) y = [<«]" 

1 

dy as np«]"— ' . . dHx 

nS) y = ox"/(6a;») 

dy = oa;"""* [m i (6a;») + n] djr 
'19) y = ax'"[/(6a;")]P 

dy = oa;"-' [J(6x")]'' -'. [m l (hx*) + p«] «te 
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dy — -^ ■■ ' » -A- — —L ig. 

^{i2xy 

y 21) y = e*.»» ^23) y = en»»— 3a;»+6a? — 6) 

^ 22) »/ = a^*'-»** - 24) y = a;* 

dy = 6aj(a;— l)a-*'-3*''iadaJ dy = ar»(l + ?a;)da; 
, 25) y = (4a;+5a;')3**-2» 

dy = (4a;+5a;3)3x^-2.j(i£:^}1^5£l)+(6^_2);(4a;+5a,3)jrf^ 

^26) y = i [(3» — 7a;»)5*-2] 

. r(5a; — 2)(3— 21a;») .,,, „ ,, -, 
rfy = [' 3^7a,»"~" + ^' (3a!- 7a;») J da; 

--27) y = l{ln) 

28) y = (4._3)/j|-+4.H-zf^-f)j 

29) y = ti« 

30) y = /(w") 31) y = (iu)« 

32) y = tt(«^) 

33) y = slii»a; 34) j/ = sinwiÄ? 

dy = w sin"-* ä; . cos o; rfa? d«/ = in.cosmxdx 

35) y = sin(pi»+5f) 

dy = p.cos(|>a;+g)(/a; 
Wenn w eine grade Zahl ist, so ist: 

COS «^ = ±[1 — j-g cos^i^ + y-y-g-^\os*:»— . . .] 



/ 
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Diese Gleichung auf beiden Seiten diflerentiirt und durch ( — n) dividirt, 
gibt: 

1.2.3 1.2.3.4.5 

Ist n ungrade, so hat man 

r, n*— 1 , (n* — 1)0*« — 9) ' . 
cos fiic = ± n cos a; [1 — j— p: _ cos«a;+ :, -7:— ^ ^ g cos*a; — . ..J , 

^ 1.2.3 1.2.3.4.5 

woraus sich durch dasselbe Verfahren, wie oben, ergibt: 

^ . ., n^—1 . \ (n^— l)(n«— 9 ) , , 

sin n;r s= ± sin o? [1 = — rr- cos2iZ?+ ^ — z — ^ o u — cos*iC — . . . .] 

^ 1,2 1.2.3.4 

Die oberen Zeichen sind zu nehmen, wenn n von der Form 4a oder 

4a + 1, die untern, wenn es von der Form 4a 4-2 oder 4a + 3 ist. 

Diese vier Formeln , welche in Cap. Y abgeleitet werden, können 
in einigen der folgenden Beispiele zur Vereinfachung der durch die Dif- 
ferentiation unmittelbar erhaltenen Resultate dienen. 

36) y ■= |sin7a;+|sin5ic4-4^sin3rc — 5sina; 

dy = (cos 7a; + 3 cos 5x + cos 3x — 5 cos x)dx= — 64 sin'a; cos^o; dx 

37) y Ä ^ sin 8a; + f sin 6aj + sin 4ä; — 2 sin 2ä; — 5a? 
dy == (cos 8a? -j- 4 cos 6a?+4 cos 4a?. — 4cos2a? — 5)^/a? 

= — 128 sin*a? cos*a? dx 

38) y = ^cos9a?-l-f cos 7a? — f cos3a? — 6cosa?+ Jcos( — -f) 

dy a= ( — sin 9a? — 3sin7a?4-8sin3a7+6sina?)(/a? = 256sin^a?cos*a?rfa; 

39) y == Y*Q cos 10a? + 4 cos 8a? +^ cos 6a? — 2cos4a? — 7cos2a? 

dy = — (sin 10a? -f- 4 sin 8a? + 3 sin 6a; — 8sin4Ä;— 14 sin 2a?) (/a? 

= 512 sin'a; cos'a? dx 

40) y = a?^ sin Ä;+3a?^ rosa? — 6a?sina? — 6cosa? 
dy =i x^ , cosxdx 

41) y = tang a? + 1 tang^a; 43) y = langa? — cotga? — 2a? 

, _ ^^ dy = (tang^a? + cotg^a?) rfa? 

^ cos*a; 

Q o 4 dy ^ 5 sin'a? cos^a? dx 

, Ö"~~OCOS X , 

dy = r dx 

cos**a? 
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45) y Ä |cosa;cotga; — fcos2Ä*8ina? — f sino;-— fcoseco? 

, cos'o; , 

dy « -r-=-- ax 

46) y = V^ + cotgT+^sin2a;+ j«5 8in4ic 

1 cos f27 

. rfjf = (V ^~5 — hcos2x+4co8 4Ä;)da? = r-^dx 

j da? sec'a? . cosec'a? , 

dy = -7-= i— = T dx 

sivrx cos*a? cos*a? 

48) y = — s-r-j-4-/taDga? + /sin| 



dy 



2 sin*a? 



49' 



sin'a? cos a? 

1 1 ^ 1 71 x\ 



(fcc tanga? , 

dy == — r-7 = . \ ' dx 



50) y = |cüs'a;4-cosa: + i tang^a; 
dy SS cos^xcoigxdx 

51) y SS 4 co8ec*Ä;H-cos*Ä;4-|co8*a? + 3lsinÄ; ' 

co8''a? , 
dy = ~ir"^ 

52) y = i sin^iPcos'a: — ^fcos^iz: — 3cosa?— Icoigajcoseca?- j/lang^a; 

, cos^a? , 

^ sirra? 

53) y = i tang*a? — | tang^a; — l cos a; 
dy = tang^a: da; 

54) y «s — J cotg*a? + J cotg^a? 4- Isin a; 
dy Ä cotg*a?da? 

55) y == i tang*a; — | tang% + ^ tang'a; + i cos a; 

dy = tang''a?daj 

K^, 23 + 18 cos 2a; 4- 3 cos 4a; . . 

^^) y = 48-^^i^^ "*"'''"8^ 

, seca;. coseca; , da; 

du = 5 dx = 



cos*a; sin x cos'^a; 
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--. (3 cos 4a:— 7) cot g 2a? . ^ , 

(sin 2a:)* ® 

rfy = sec*a: . cosec*a: rfa? 

c-QN ^ ( — —^ + X" cos 4r — I cos 8a;) colg 2a; ^^ , 

58) y «: ^ 5 » ^ Z 2_ -|u 20 Z lang a; 

(sin 2a;)* ** 

<if|f = sec''a? . cosec'^a; da; 

59) y « sin (jn + na;) 60) y = [iaiig(p-h?a;)]2 
dy s n . COS (m + na;) rfa; ^ 2 q tang (j? 4- ga;) 

61) y = a;».sec(|?a;4-^a;a) ^ "^ [cos(p + 5a;)P 

, 2a? 4- a?^ (p + 3ga;^) tang (ya; 4- ^a;*) 

cos (pa;-+'5a;*) 
ßo. sina; .^^ sin^a; 



a-Hftcosa; ^ a-i-^ cos^a; 

, a cos a; + 6 , . (a + 6) sin 2a; 

(a^h cos a;)2 ^ (a + 6 cos^a;)^ 

/5j^^ ' , 6 4- fl c os x+ ^6* — «^ . sin x 

04tj y :s i .^ 

a+6cosa; 

Vi«— a« ^ 
(11/ s —5 — ; da; 

a H- oeosa; 
65) y SS e^{asinx — cosa?) 66) y'= e'^^Cacosaj+sina;) 

dy Ä (a* 4- 1)6«*. sin a; da? dy -= (a*4-l) e"*cosa;(/a; 

67) y Ä ae**'* sin a;(a sin a; — 2cosa;)4-2«"'*^ 

dy = a(a* 4-4) e^sin^a; da; 

£iQ\ ,jt^ 1 ( . o • \ . 6e'**(acosa;4-sina;) 
/ o8) y = c^cos*a;(Äco8a? 4-3sina;) 4- — ^^ — rr— j - 

dy Ä (a^4-9)e^cos*arda; 
69) y = e^(3sini:^ — cos a;) 4- e""* (5 sin 2 — cos 3) 
dy SS lOe^.&inxdx 



70) y « f K>/cog^-g^^°^ + g"^V 

' e* Vcos a; — e"^* — e~* V 



-* Vcos X 4- «*''' * 



Vcosa;4-e®^^* 
_ 2e^^°^(cos ^a; + sin x) — 4(cos^a; — e'"^^*) 

[cos X (e^ — e-'^) — e«i^ -^ («2*. + c-2*)]Vcos*a;— e^"«^-^ 
71) y SS arcsiny^ 72) y == arcsin2a;>/r^^ 

^ __ ^^X dX d =s: 2 ^^ 

^1 — a;^ ^l-^x^ 
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73) y 



== arcsin t/ y 



dy ^ — 



— X 
+ x 

dx 



74) y = 



75) y = ic^ arcsin 



{l-\'X)yl'ix(,i-rX) 

1 



dy = — 



arcsin r— ^ — -o 

2 (Ix 



l + x^ 



X 



dy 



76) y = 



% = 



77) y = 



x^i^ arcsin 



(^ 



arcsin 



X 



hx — a 



V 



iC^ 



M 



dx 



x^b^ + a 

yl adx 
Xyjx^ + 2bx — a 



82) y s arclang 



2^—1 



2yll'\-X'-X^ 



dy = 



da; 



^1 -i-x — x^ 



arcsi 



/ a-h hx^ 
V a + l + Äo;^ 



83) 2/ = arctang 



iT — 2 



2>/a?*+a;— 1 



ftiCdiC 



78) y = arctang 



2x 



dy == 



da: 



0? 



V^?* 4-iC — 1 



1— a?= 



dy = 



2da? 



/ 



79) y = arctang 



Vl+ic*— 1 



84) y = 
dy sss ^dx 

85) y = 



V' 1 — COSiC 



COSiT 



X 



dy = 



dy = 



arceos 



dx 



Vi— a;^ 



X' 



2{l+x*) 



» 

80) y = arctang 



dy == 



81) y = arctang 



2a?+ l 
7x^-h4x'^l 

X 



86) y 
dy 



arceos y 1 — ^^ 
da? 



87) y Ä arceos 



2^0?— rr» 

2Va;2+a;— 1 



X 



Vö 



VT^' 



o;^ 



rfy = 



dx 



dx 

^y = i-z — ö- 



Ä? 



^X^-{'X— 1 



VI- 

88) y = VJl — 0?* — ir. arcsin ^1 
dy = — arcsin Vi — x^ dx 



X 



2 
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89) y = (1 - ix^)x. aresin >/l --ix)^ — i (7 ~^^) Vi — ^^ 
dy ss: (1 — a;2) arcsio >/l — ic^ rf^J 

90) y = ^ä;* — [^(Vyll — x^ — \ aresin ;r] . aresin x 



x^ 



dy = . .aresin a?(fcc 



Vi 



Ä? 



2 



91) y = [ — {^x^ + |ä?) Vi — ^^ + A aresin a?] . aresin x-h ^^x^ -\- ^x^ 
dy = ■ ,s\rcs,\nxdx 

v'l— ^' __ 

92) y = , . aresin a; + U(l-^x^)-— aresin -tt- 

dy = i .aresin irrfii; 

(1— a;2)f 

93) y = — aresin Vi— ^ + ^Z / ^ "~ V— "-g" } 
dy = 5 . aresin Vi — x'^ dx 



x^ 



94) y = (^a?* — I) arceos x — ^a; Vi — ^* 
dy = iT.areeosrz: dto; 

95) y = ^ Vi — iz?*— (1— 4a;2)arctangVl — iz^^ 
dy := X aretang Vi — x^ dx 

96) y = \x^d^TcX?iX\%x—^x'^-\'-^^x^~-^l{l-{-x^) 
dy s= ÄJ* aretang a? dx 

97) y Ä [a; — 4aretanga;].aretanga;— ^/(l + a;^) 



x^ 



dy SB ^^vcid^xügxdx 

^^^ ^ ^ |2(TT^) +Tare(ang^j. aretang^ + ^—^^ 

99) 3^ = Ict- ^«r^t^^g AI- «rctang ^^^_ ^|±|; 

Man setze 2 aretang a; tur aretang ^j ^ 

16ir^ 

Sohncke's Aufgabensammlung. I. 2 
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100) y = arc'anglang /(.i;-i-Va:^-|-a) 

dx 

Vl-f a;« — 1 
• aictaog ^ — ^ 

i^MX ( yJl+X^—1) X 

101) «/ = l arctang J 

Weil arctang = ^ arctango; und 

dux^=^u.d{lu)x, so wird 

dy = [^ arctangrc]^^'^^^"^'^d[^ arctang o;. ^arclaoga?]« 

-.Jarctanga? |l — ;2+Zarctanga;| , 
= [i arctang^] j -^-^-—^-—^^\dx 

^^o\ . sina? . 2 l-|-2cosiC 

104) y — ^--— — 4- -— :- arccos -^ 

^ 2+cosa? ^3 2-f-cosic 

"^^ "" (2 + COS42 



103) y = arctang -1/ tang ^ a; 

dt/ = ^^7-7 dx 

^ a4-6cosic 



/ ^ ^ 2p \ n m/ ^"^^^"^ (w-^n) + (m- 



(w -I- n) + (m — n) cos a: 



1 / 1 1 \ . 2g sin a; 
+ 7v- i 1 1 arclang-^ ^ 

2q \n mf ^ {m — n)-{' (iH-hn)(^6sx 

, dx 

^ a-i-bco^x-i- ccos2x 

1AR\ ^ / ^ I 1 \ . 2üsinir 



(m -h n) 4- (»» 4- n) cos o? 

1/1 1 \ . 2ösina; 

— IT I 1 arctang 7 --^ r — — 

^y n mf "^ (m — n) -\- (m 4-n) cosa; 

•^ a 4- 6 cos 07 H- c cos 2^ 

In diesen beiden lefzten Formeln isl m^ = a4-64-c; n^ = a — 64-c; 

p* = |(,n — w.)2-2(:; q^ =. {.{m ^n)^ — 2e. 



Capitel n. 

Differentiale höherer Ordnungen von entwickelten Functionen 

einer unabhängigen YerSnderlichen. 

§.5. Allgemeine Sätze über independente Darstellung der 

Differentialquotienten höherer Ordnungen entwickelter 

Functionen einer unabhängigen Vera uderlichen.*) 

Zur Abkürzung soll in der Folge das Product aller positiven gan- 
zen Zahlen 1.2.3...n nach Kramp mit n! (n Pacultät) und der 
Binomialcoefficient j^ — o~"^ — ^ / • * • v ; ^^^ ^ ^j^j. ^^^^ jj^. 

zeichnet werden. Untei" n^ und 0! ist immer die Zahl 1 zu verstehen. 
Bezeichnen u und v beliebige Functionen der unabhängigen Ver- 
änderlichen Xj so gelten iür die Bildung der Differentiale höherer Ord- 
nungen folgende Vorschriften: 

I. (f* (ti + t>) = d»u + d% 

II. d"(4t«) = irf»M, 

wenn Ä eine von x unabhängige Grösse bezeichnet. 

III. d^uv) — terf»v H- h^dil d«~^ü -f- rizd^u d^-^v + . . . 

-{-nn-\d^~^udv 4- d^u . v 

= 5) ***• d^ud^~h = symb. (dw-f-rft;)** (Satz von Leihnitz). 
it=0 

Wie die symbolische Entwicklung von {du -\- dv)^ nach detn bino- 
mbcbeif Lehrsatze zu verstehen sei, erhellt aus der vorhergehenden aus- 
führlichen Formel. Es möge noch hervorgehoben werden, dass d^u und 
d% die Functionen u und v selbst bedeuten. 

Bezeichnet F{u) eine mittelbare Function von x, so gilt in dem 
speciellen Falle, wo u eine lineare Function von x ist , für jeden posi- 
tive*!, ganteahligen W^irth von n der Satz dlF{u) =** F^''\u) 4w". (Vergl. 
Formel VI, §. 1 für n = 1.) Ist dagegen u irgend eine andere Function 



*) Vergleiche Hoppe: Theorie der independenten Darstellung der höheren DiiTeren- 
tialqaotieoten, Leipzig 1845. 
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von X, so werden im Allgemeinen, die Differentiale rfw, ihn, . . . wieder 
Functionen von x sein, und man hat der Reihe nach, wenn man von 
der Lagrange'schen Bezeichnung F'(w), ^'(m), . . . f^«)(w) für die erste, 
zweite, . . . w te in Bezug auf u genommene Ableitung der Function F(ti) 
Gebrauch macht: 

und im Allgemeinen • 

A = l 

In dieser Formel bedeutet i* eine von der Natur der Function F 
völlig unabhängige Function gewisser in Bezug auf die unabhängige Va- 
riable X genommener Differentialquotienten von u. Kann demnach A}^, 
für eine specielle Function F bestimmt werden, so behalt das Resultat 
seine Gültigkeit für jede beliebige Function ¥, 

Setzt man z. B. Fiu) = w*, so wird 

m{u) = -^^ =Ä(Ä— 1)(Ä— 2)...(Ä — fc+l)u'^-* = k\.h^u^-\ 
Dann wird die obige Gleichung 

da?»» ^^j •* * * 

Dividirt man beide Seiten durch u^ und beachtet, dass h für i> ^ 
verschwindet, so ist 



dx^ 






Ä = l 



21 

Setzt man iür den Augenblick der Kürze wegen 

• k ! w~M^ Ä v^, 
so gibt die Gleichung 

tt>h = 2 v*- 

Wenn man in dieser Gleichung der Reihe nach A ar 1, 2, 3 . . . ä: 
einsetzt, so folgt: 

tt?j = 2t;, -h t?2 

tr4 = 4t?| + 6t;2 + 4t78 + v^ 



• • 

»4 


• • 


kiVi + tat?^ + ÄTaVa . 


• • 


Rückwärts erhält 


man hieraus 


leicht: 


»1 


= 


^i 




- 


»I 


— 


— 2tr, 


+ «^1 




»3 


= 


3W| 


— 3tr2 + ti?3 




»4 


» 


iWi 


-h6tr2-*-4u?3 


+ M?4 


/, 


• • 






• • / • • 



/ 



t?4 = (—l)*+*ÄriWi + (—l)*Är2U'2 + .... + «?4 



I 

I 

1 

f 
I 

/ 



Setzt man iur v und u) ihre Werrhe wieder ein, so findet sich 
und daher wird 

«^ 1 . /»= 1 

Beachtet man, dass 

^ - 1) = (-. 1)^' (l - v)* = (-1)' 2 (- D'^fe/.r- V, 

uiid differentiirt man diese Gleichung nmal nach einander, indem man 
Y als Constante betrachtet, so folgt 



n — 1 

oder wenn nach der Differentiation y =: u gesetzt wird : 

nmzsl 

Mit Hülfe dieser Gleichung erhält die Fortnel IV* folgehde, in 
manchen Fällen brauchbarere Gestalt: 

Die beigefügte Marke It" =stt> soll andeuten, dass die Grösse y 
während der Differentiation in Bezug auf x als constant zu behandeln 
und nach Ausführung derselben durch u zu ersetzet! ist 

Macht man in dieser Gleichung u = x-, so erhält mäA eined Aus« 

druck für — jV"^» dessen Umformung jedoch einige Weitläufigkeiten 

verursacht. Es wird daher zur Herstellung der nten Ableitung von 

F{x'^) der Weg der Induction vorzuziehen sein.* 
Setzt man y = P(x^), 

so wird -^ = 2a?F'(rc*), 
ox 

g=(2a;)«r(^») + 2/^(0;«), 

g = (S?a5)»i'"'(:r*) + 6(2a;)F"(a;») . 

£^ = (2a;)«F"'(a;») + 12(2a;)«F"'(a;*) + 12F"(a;»), 

g = (2a;)*FV(a;«) + 20(2»)»F"'(a'')+60(a*)f"V), 



IVa. -^? = (2a;)«fC»)(a:»)+tt(n— l)(2a;)»-''f^«-'^(a;») 



+ 



1 • ^ 



• • • 



^ n(n~l)(»— 2)...(» — 2/>+l) (2a;)«-2p/;(»-P)(a;J) 4. . . . 

1 . 2 • . . p 
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Die Richtigkeit dieser Formel kann durch den Schluss von n auf 

(n + 1) erwiesen werden. 

Auf analoge Weise wird gefunden: _ 

d'fCVF) _ fW.(>/J) _ w(»— 1 ) F»-')(V^) 

«te» "" (2^?)" 1 (2 V«)»+i 

(n + l)n(n — !)(«— 2) F^-^^y/x) 

1.2 (2Va;)"+^ 

. ..Np. (n + p- 1) (« + p-2) . . .(n+1 )h(-] )...(n— y) F^(yix) 

^ -' 1. 2. 3. . . . p {2y/x)''+P 

,Ve. 4^=(_l,f^4^.(l,,(«^^.-.)(,l) 

^ (n-l)(n^-2)n, ^^,^|^^ 

(n-l)(n-2) ...(n-p)«'' /J.V . 

a^-P \xf J 

Setzt man in der Gleichung IV * u = x^, so ergibt sich 



.1. *=" -l* *=* 



^«j;^^^'(.^)2(-i)-H.--p. 



Demnach hat man den Satz 

WO 4, == ^ ^ (- l)*+'^fr.(U)„ ^ 

(Man vergleiche die drei vorangehenden mit der hier aufgestellten Formel) 
Macht man in der Formel IV * m ä c*, so kommt 

Äs«« . Ä = & 

* = !*• /i.l 
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Folglich ist 

k:=n 
WO it = 1 2 (- If+'hh" = 



= ^— ^^ [jir,l»-*,2-+ *,3"-. •• +(-!)*+ V] 



§.6. Beispiele. 



1) y -a;^ 



^) « ^(^_i)(^_2)....0ti_n4-l).a;''-» 



2) y - ^ 



-= ( 1)«. ^ •^•^•"^ — ( 1)« -— 



1^^ (■ ^)n..^(i^+l)(i ^+2)....(|t^ + lt — 1) 



4) y = V^ _ 

^y^ = r_ i>-i l'3.5...(2w~3)(2n— l).Va; 
(/a;» ^ ^ (2n— l)2».aj» 

(Der Factor (2n — 1) ist im Zähler und Nenner hinzagefugt, damit 

die Formel auch für den ersten Differentialquotienten, für h b 1, ihre 

Anwendung finde.) 



\JM 



(xl^ ^.. 1.3.5...(2n-l) 



6) y - Va? 
^(^ _ . ,«-1 2.5.8.11... (3n — 7)(3n—4)(3«—l). Vi 
(te» ^ 1-' ' (3»— 1).3«.«" 
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(Wegen des Factors (3» — 1) siehe die Bemerkung bei Auf- 
gabe 4.) 

_\^jc2 ^ . ^., 1.4.7.10....(3>t— 8)(3n— 5)(3» — 2) 



" 2 



8) _y - V« _ 
«f(^a;') _ /_iN,_jo 1.4.7.10.... (3»— 5) (3n— 2)^3;« 

(to" ~ ^ ^ (3n— 2).3»a?' 

(Wegen des Factors (3n — 2) siehe die Bemerkung bei Aufgabe 4.) 

9) y = ^ 



y^ 



tf 



n 



k^V = (_ i^« 2.5.8.11....(3»-l) 



10) y = (a + /Ja;)" 

''"^"^^ - /i (/i - 1) (i« - 2) . . . (iu -^ w + !)/?»(« +/9a;/'-» 

11) 9 = {tt+ßx^y- 

Nach dem vorhergehenden Beispiel findet sich mit Hülfe von IVa, 
§. 5, wenn man noch zur Abkürzung das Binom a + ßx* mit u und 
seine erste Ableitung '2/?a; mit u' bezeichnet 

n(«-l)(n-2)(n-3) /^m \* l 

"^1.2.((M— n+l)(/«— n+2) W*7 J 

12) y = {a+2hx + cx'^Y 

Die gesuchte nte Ableitung geht aus 11) hervor, wenn man darin 

a, ß, X ersetzt durch , c, V- x, Macht man dann noch 

c c 

a-h2bx-\-cx^ = Uy 2{h-^cx) = u\ so erhält die Lösung die nämliche 
Form, wie in Beispiel 11). (Lagrange, Memoires de Berlin, 1772). 
Anmerkung. Die Substitutionen a = l, 6 = 0, c = — 1, 
2; = cos2;; n=y — 1, fx^v — ^ ergeben unter Anwendung der allge- 
meinen Formel 



sin VK 
Vi lang« — i'3tang*« + v^tang*» — ...«=- 



cos''« 



welche durch Entwicklung des Ausdrucks 

sinyg _ e^"— e*^^" _ (cosÄ+tsinÄ)^— (cosä — isin«)'' 

cos^fc 2«cos^« 2t'cos^» 

entsteht, den betnerkenswerthen Specialfall 

(Jacob i, Crelle's Journal XV, S. 3 und 0. Rodrigues: These 
8ur l'attraction des spherofdet:, 1815). 

1 



13) y = 

\a+Sxf 



a+ßx 



dar ^ ^' (a+j8a;)"+» 

14) y ^ 



a+ßx* 

WO f« = a 4- i^a?*, w' i«e 2/Ja?. 
(Vergleiche Beis|»iel 1 1) für /W *= — 1). 

Durch das gelegehtlich des Beispids 12) Angl^wandte Verfahren 
erhält man <lieselbe Formel, wie im Beispiel 14). 

16) ■ y - "^ 

<te« - ^ "'' (0+63;)"+» 

10 » - (a'+6'a;)P 

Nach dem Leibnitz'schen Sat^e ei'hält man, wenn der'Kur^fe wegen 
gesetzt wird 

4 = «.(«-i)(«-2)...(m-« + l)6»-^^^^ 



a-{-bx 
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*»• l • 6(/«-n+i) ^?:i:6^! + 

^ '*62(w— »H-l)(m-M+2) lä'+ft'a;/ J 

folglich 

Kur ein grades » bat man demnach 

rf. ( ._ J \ A= = 

und für' ein ungrades n 

» 

Ordnet man nach fallenden Putenzen von a?, so wird sowohl für 
ein grades, als auch lur ein ungrades n 



Ä= — 



/»=«- 

n!^" 



(Unter dem Zeichen A^^^ ist hier stets die grössle in -^r ent- 
haltene ganze Zahl zu verstehen.) 

Substltuirl man in der Lösung der Aufgabe 18) bi für b, so wird 
für ein grades n 









i^ - (-1)^ I^MWV? (-l)"(«+l)2.a-^**V 



h=0 
und für ein ungrades n 



28 
^'i^rir^) »+i . ..«4.1 *=i("-^) 

£ine andere Form der Lösung dieser Aufgabe wird erhalten, wenn 
man schreibt 

o*+6*a;* 2a \a — ibx a + ibxf 
Hieraus folgt 

f y_ ^ - «j^ r - — ^ — , <— 1)" 1 

«fcr» 2o l(a— t6a;)"+» (a + i6a;)»+»] 

Setzt man Bun a s= r cos 9^, bx^ r sin 9>, so kommt 
für ein grades n 

^j = (-1)2 ^ cos [(n+l)arctang-J 

0(0» +6»»*)^ 
und für ein ungrades n 

^„ = (— 1) 2 s+T 8"» [(n+l)arctang— j 

o(a»+6V) a 
Mittelst der Zerlegung 

_L_=JL/ 1 L_\ 

a^ + 6*ir^ 2a t \ hx — ai bx + ai f 
erhält man durch eine analoge Rechnung eine Formel, die sowohl für 
ein grades, als auch für ein ungrades n Gültigkeit besitzt. 

^;i (- 1)'* ^Ti sin [(n+ 1) arctang ^J 

20) 2f = ^ 



^m — ßin 



Durch Zerlegung in Partialbrüche flndet man, 
A. wenn m grade ist 



X 



m 



1 :^^>l^ "-) + 
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2h7t • . . 2h7t 

h = jui— 1 cos h t sm — - 

1 ^ m m 

"^ iii^i^i ' ^ 2Ä7r . . 2h7t 

w*a Ä^i a? — acos lasin — - 

m wi 

2Ä7r . . 2Ä7r . 
/»=im— 1 cos t sin -- 

+ ;^;;^ii=^i ' -^ 2A7i; . . . "^hn ' 
^^ /i=l a; — acos h lasm — 



also mit Hnlfe von 13) , wenn man noch setzt : 

2h7t 
X — a cos 



m 



y^'- 



2aa? cos r « 

m 

. 2Ä7r 

asin 

m 

2aa;cos t-a* 



/^*- 






/t=:Am— 1 COS |— + (»+ 1)^/») 



t^" ft==l i//ic*— 2aa?cos — + a2| 

B. wenn m ungrade ist 

._m-i 2A7r . . . 2h7t 

" 2" cos htsin— - 

1 1 1 ^ ^ ^ 



a.«_a"» ma^-' x-a »»«'"-\_i ^ _ « cos ^^ -t «sin ^ 

, r?=l 2ft7r . . 2Ä7r 
^ '*== 2 cos — - — t sm — - 
1 ^ rn wi ^ 



9»a' 



/i==l X — a cos 1- «asm 



also unter ähnlicher Annahme wie vorhin: 
-j^ ^ ^^ • mar-^ {x — a)»+i 



» 



w-1 



A-=-=^ i2hn 



. *'* cos 

n ! 



f^+(«+i)y») 



+ (—1)». T—n ■ 2 



21) » = ^ 



^ V (^* — 2aj7Cos l-a*| 



W« + bxl _ 1.3.5.. .(2n — l) 

2«(a + 6a?) « 

22) y = J^ 

Aus Beispiel 11) für jm = — i, a = a, /? = 6 erhält man 



Annn \ 



,., l,3.5...(2n— 1) u^ r 2'.n(it — 1 ) llm\ 

f 2" 2«+lL^ 1.(2m— I)\m'V 



2».n(n— l)(n— 2)(«— 3)/6n v» 
-i 

1 



■*" 1.2 (2n— 1) (2»— 3) Itt'» / ~ • • • J 
23) » - 



/ 1 \ 
i 






.,, 1 3.5...(2n— 1) u^^ r ' 2'.tt(it-l) /6«^\ 

'' 2" ?«±» L^ ■*" 1 . (2» — 1) Itt'« ; 

2».n(n — l)(»-2)(w-3) /»uv* -i 
■'' 1.2(2h— l)(2n— 3) W«/ "*"•••]' 
wo u xs a — ftas*. «' » — 26» 

24) y = ylia+ixy 

Bezeichnet p die grösste in ~ enthaltene ganze Zahl und ist 

n ^p + 1 1 80 ergibt sich der n te Differenti^lquotient unmittelbar aus 
10); ist dagegen n^p + 1, so wird 

M^-2)(^-4)...(^-2p).1.3.5...(2«-2p-3).(|)" • (=i^p*-_L^ 



Sl 

25) y = e* 

— ^ — - Ä= e* 

26) y = ««+** 

27) y =: e«»+*»'» 

$^ = 26.««*+**^*. 6a; 

^ = 26*.e'''+**^*.[26»a;» + l] 

Um/ ^ 

= 46».e''*+**^*.[26»a!»+36a!] 

g « 46«. ««*+*'**. [46*aJ*+126»a!»H-3] 

= 86*.e''*+*'^V[46«a;»+2Ö6»ir» + 156a;] 

p = 

28) y = a« 



29) y = e*.a; 



-T^ = e*.[a;'"4-wx'""^] 



— |- == 6« . [a?»» 4-2ma?"'-i + m (m — 1) aj^-^] 



30) y -= te 

Da -^-^ Ä — ist, so wird nach Beispiel 2) 

«fCM _ / 1.^, («-!)! 
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31) y = l{a-hbx) 

Mit Hülfe von Aufgabe 13) wird 

32) y » l{a^ — b^x^) 

dy 2b^x 

da? "" a^ — b^x^ 
d^^_ 2bHfi^x^a^ 

d^y^ 4b^{b^x^-h3aHx) 

~dx^ "^ (a2 — />2a?2)3 

d^y ^ 12&* (6*a?^+ 6a«6»a?»+a*) 
da;*"" ((!»— 6*a;»)* 

d^y ^_ ^b^{b^x^-^10a}b^x^-^baH x) 
dx^ ■" («*— ft^a?*)« 

33) y »= Z(a>+6»a;*) 



34) y = « 



a+6a? 
a — bx 



I g + fea? 

) tt — 6a;| 2a6 . . , . « . . , ^nx 

Da -i-li == ~2 "aTI *^^' '^^ ^^''^ ^^^^ Beispiel 18) 

dx tt X 

-^-di^: («»-64»)» •2^««p+i«'^(6a;)-^-». 

35) y == (a + 6a;)'»/(a + 6a;) 

Der Leibnitz^sche Satz liefert 
f ^- = w(»i_l). . . (w— n+l)6«(Ä+fta?)'»-^r/(a + fta?)+ ^* - — 



3g 



«i . 1 . «s • 1 • 2 



(m — n+l)(m — »4-2) (m — n4-l)(»t— n+-2) 
36) y = i(6 + aj + >/ä+26ic'+jr*) 

Da 



■»+3) ■ ■ J 



dy 1 



so kann der gesuchte nie Differentialquotient als Specialfall des Bei- 
spiels 12) erhalten werden, indem in 12) ^ = — ^ und (w — 1) an 
Stelle von n gesetzt wird. 



_/ .xn-i 1.3.5 ... (2yt~3) i/»^^ [, 2*.(n-l)(n— 2) /6ti\ 
-V a; g^ji::! 2„„^ [1 i.(2n — 3) Vw^r 

2^ (n-1) (n— 2) (n~3)(n— 4) /6ii v^ 

"^ 1 . 2 . (2n — 3) (2n —5) Iw'^/ ~ \ 

37) y = sinpa? 

dy ' I , ^\ 

^ == pcospa?= psin|^pa?+ yj 

^^ «= — 1)2 sinpa; = p^ sin (;>a? + 2 y | 

38) y = cosi?a? 

39) y = e^«^"«sin(a7cosa) 

_? „ c^^'""sin (a?cosa — na + n-^l 

40) y = e"*sin wa? 



-^ SS c^a I sin wia;+^^ cos ma? 



'a I sinma; H cos mx\ 

Setzt man — »s tang^p, also a = (a^ + m^)» cos 7), so wird 



dx 
d"(e^ sin ma?) 



Ä (a^ + m^)^ e^^ sin (wa? + (f) 



(ja *+ w*) 2 e^ sin (wa? + ny) 



da?* 
41) y = (a — Ja?)*" sin (a + 6a?) 

S h n c k e's Aufgabensammlang. 1. 



84 

Der Leibnitz'sche Satz liefert 
^'*^ = (— l)»»/« (ml)... (m— n-hl) 6»(a— 6x)«-»[8in(a +5a?) — 



dx* 



a—hx . / . , , 7r\ ^ 



+ W27 ,ivr- — Ton sin (a+6a?-H2-^) 1 

42) y = aj^^e^'^sinwia? 

Setzt man e^^sininrr «= ti, ;r^ = t;, so ist zunächst nach Beispiel 40) 

und nun ergibt der Leibnitz'sche Satz leicht 

^ = (a2+m2)2 eaxi a;«sin(ma?4-n9)) + ti,iiia?"-i .^' + 

rfa?** ^ ^ (a*+fn*)« 

/ i\ « • sin [nw: -4- (n — 2)9)] , "| 

43) a) y = sin^^^pa? 
ß) y ^ sin^"*+ipa? 

y) y :s=: cos^pa?, wo m eine positive gnnze Zahl bt'zeichne. 

Mit Hülfe des Euler^schen Satzes 



c** — «"■** 6^*-he 



,J!t_|_ii — Xt 



Sin 07 = :7-: — , cosa? = 

erhält man die bekannten Formeln 

22mgin2'»a; = (~ 1)"» 2) (— l)\2m)fcCOs(2m~2Ä)a?, 

Ä=2m-f-l 

22m+i8in2"»-f la: = (—1)»» 2; (— l)'^2m-f-])Äsin(2m+l — 2ä)x, 

/i = 

2*" cos'^a; = 2 ^^^ ^^^ (*** ~ 2*)^ 

Darnach wird 

. (d*sin^'"»a?) 

a) , ^ = 

. /i«=2tn 

-^W-P" 2 (-l)*(2m)fc(2m-2A)«co8f(2m-2A)pa; + n^l 
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^^ rfa?» "■ 



^(-1)" 



oem-fi 



h =Bm 



r) rf^ir^-= 2^? mfc(/w— 2Ä)»cos[(m-2A)pa? + w-2J 

44) y ae arctang — 

o. a? TT , 

Setzt man arctang — ä — — ^ , also a? = a cotang y , 

sin^y a 

. , (/v a siB^cp 

so wird -^ = -T— -i « 

dx a^-\-x^ a 

<Py __ 28in^co8^ sin^qp _ sin^9>sin29) 

rfa?* a a a* 

rf-(arc.ang^) « (-l)-i (jLz::i)!«j«':£^ 

(Eule.r: Inst. Calc. diif.) 

45) y s aresin a; 
dy _ 1 

rfa? ^1— a?2 

Setzt man in Beispiel 23) a »= 1, 6 = 1, wodurch u = 1 — a;^ 
«' =s — 2a; wird, und schreibt (w — 1) für n, so erhält man 

. 2^(n~l) (n— 2) (n--3) (n— 4) iu^ i 
"*" 1.2(2n — 3)(2n— 5) VV J 

Aa\ * a; sin« 

46) y = arctang -^r — 



a;cosa 

dy sin« sin a 

dx 1 — 2a?cosa+a;* "" (1 — pa;) (1 — qxY 

wo cos a 4- 1 sin a = p, cos « — t sin er »= ^. 

Hieraus tolgt 
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2i \l—px i—qxf 



dy 

dx 2i \l—px i—qx, 
und (iaher 

dy _ «(n — 1)! p"(l — qxY — g» (1 — p x)" 
dx"" 2i (1— 2a; cos« + 07*)" 

Wenn man noch setzt 

1 — xcosa = Q cos y, X sin a = ^ sin y, 
so wird 

p^(l — qxY — q^ (1 — pxy = 2iQ^ sinn (« 4- y) ; 

folglich 

^'^-ru iv sinn(« + y) 

(1 — 2a?cosa + a?*)^ 

§7. Beispiele zur numerischen Berechnung der succes- 

siven Differentialquotienten einiger Functionen für den 

speciellen Werth x = mittelst Reccursion. 

1) fix) = (a-\-bx^Y 

f\x) = 2iLtbx(a+bx'^y-^ 

Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit (a 4-^07^) und 

gibt dem Resultate die B'orm 

(a + bx^) fix) = 2^bx fix) , 

difi'ercntiirt hierauf beiderseits (n + l)mal, so erhält man nach dem 

Leibnitz'schen Satze 

(a + hx^) /(«+2)(a;) + 26 (n + ] )|a? /•<»+Ka7) + 26 (n + 1)^ f''\x) = 

= 2/£ 6jr/(«+i)(a?) +2fib (n + l^f^^^^x) 

oder /C«+'<^)fa;^ = b i2/t -2n - 2) rr /(n4.i(a;) + (n+ l)(2^£-^n)/-W(a;) 
' ^ '^ a + 6^* 

Setzt man in diese Gleichung den speciellen Werth x =0 ein, so 

kommt 

Ist nun t» eine grade Zahl, so wird 

/•W(0) = 1.3.5 . . . (a—l)n(fi-l)(M—2) ... [/t— (4»— l)]a^-^(26)^ ; 

ist dagegen n eine ungrade Zahl, so folgt, da /'(0) = 0, 

fW(0) = 
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2) f{x) — e»*»* 

f(x) = e"" * cos 0? -ä ^(a;) cos a; 
f(.»+i)(x) - /(»^(a;)cosa;— tt|/'("-"(a;) siax—ntf^''-Hx)cx»sx + 

+ »3/^""'*^(®) sina; + • • • 
/(»+i)(0) = /^W(O)— nj/(»-2)(0) +n4/(»-*'(0)— ns/^C-oXO) + •- 

Hieraus ergibl sich 
^(0) = 1, /'(O) = 1. f"(0) = 1, r(0) = 0, f'\0) = - 3 

fy(0) . 8, AO) = - 3, r(0) = 56, /-"'"(O) = 217, f"(0) = 64, 

fyo) 2951, /-"(O) = - 12672 2'.3M1, f^"{0) - 5973 = 

= 181 . 3 . 11, elc. 

3) f.{x) = arctanga; 

«-v X 2a; 

T W - (H-a;2)J 

(1 + x^)f\x) + 2xf'{x) = " 

a + a;2)f O+Of^) + 2 («-l),xf •"('») -)-2(n-l)j /•<»-^K'») + 2a!/<»)(a;) + 

+ 2(n-l),f-«(^)«0 
^(n+i)(0) 4- tt („_ i)/-{»-i)(0) = 
Wenn nun n eine grade Zahl ist, so folgt, weil f(0) = l 



n 



Y(n+i)(0)= (—1)^ 1.2.3...»; 
ist dagegen n eine ungrade Zahl, so wird wegen f'ip) = 

/•(«+i)(0) = 
4) ^(a;) = arcsina? 

4l — x^f{x)^l 

- -j=J== r (a;) + >/l^^' /■"(^) = 
Vi — a;* 

(l_aj»)/-"(a;)-a!r(a;)=0 

n _a,*)f(»+»(a?)-2(«-l),a!f^«>(a;)— 2(n- l)i f^^\x)-xf%x)— 

_(„_l),/(«-i)(a!) = 

^•('•+i)(0) - (» — l)»/<''-i'(0) = 
Für ein grades n wird, da f'(0) = 1 
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/•(«+i)(0) = 1.3^.52...(n — 1)» 

und für ein ungrades n 

/•(«+i)(0)-=0 

5) f{x) s= (aresin a?)* 

Analog wie in 4) erhält man die Gleichung 

^(n+l)(0) _ (^ _ 1)2 /•(n-l)(0) = 

und hieraus für ein grades n 

/t«+i)(0) = 
und für ein ungrades n 

/•(n-f i)(0) = 2 . 2^. 4\ 6* . . . (n — 1)^ 

6) f{x) == ^rcotango; 

Schreibt man 

o; cos 0? = f{x) sin a?, 

so folgt nach dem Leibnitz'schen Satze durch n malige DiiTerentialion 

rf'*(cosaj) . d^-^(co&x) ,,, . (i"(sina;) . ^,, . d^^H'&mx) . 

Setzt man in dieser Gleichung o? » 0, so verschwindet das Glied, 
welches /'"^(j') enthält, und es wird f^^^^\x) als Function aller vorher- 
gehenden Ableitungen erhalten. Da /'(a?) eine grade Function \on x ist, 
so erkennt man leicht, dass alle Ableitungen ungrader Ordnung verschwin- 
den. Es ist hiernach 

f{0) = 1, f(0) = 0, r{0) = - I, r{0) « 0, etc. 
') f(^) ~ sin (w aresin a?) 

^,, . m cos (m aresin a?) 

^,, , ma;co8(i»arcsinaT) »t^ sin (»i aresin a?) 

/ ^ (1 — »2) Vi -^ 1— ^* 

Hieraus folgt 

(1 — aj2) f'Xx) — X f'(x) + «2 /"(a;) = 0. 

DifTerentiirt man Glied für Glied pmal, so erhält man 

(1 ~ x"-) f(P+^\x) — 2pix f<r+%x)— 2p ^f<P\x) — xf<P+^\x) — 

— Pi /*X«) + »» Y*X«) = 

und (ür X SB 

/•(p+«)(0) = (p«— m*)/"«(0). 
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Alle Ableitungen grader Ordnung sind gleich Null und 
/•(»«+i)(0) « m (P - m») (3»— m*) (ö^— »i») . . . [(2n — 1)» - m''] 

8) f{x) a= cosfmarcsioo!) 

/•(2«+i)(0) = 0. /-(»H-äJCO) =— m*(2*— m'')(4*— »n2)(6»— OT!')...[(2»)»-m*] 

Anmerkung. In den vorstellenden Formeln bezeichnet aresin a; 

denjenigen zwischen ^ und -H -^ liegenden Bogen des Kreises mit 

dem Radius 1, dessen sinus gleich x ist. Da der Cosinus dieses Bogens 
immer positiv ist, so ist in Beispiel 8) /*(0) = 1 und /"(O) = 0. 

9) f{x) = cos(»narccosrD) 

Wenn m eine ungrade Zahl bezeichnet, so wird 
/•(2«H-i)(0) = m (1*— m2) (32_^2) . . . [(2»— 1)2- w^] sin -^ 

/•(8«)(0) « ; 
für ein grades n dagegen kommt 

/•('«+2)(0) ==: —^2 (22-^2) (42— m^) . . . [(2n)»— m2] cos^ 

/•(2«-f-i)(0) = 

Anmerkung. In diesem Beispiele bedeutet arccoso; denjenigen 
zwischen und n liegenden Bogen des Kreises mit dem Radius 1, 
dessen cosinus gleich x ist. 

10) f{x) ss= (1 +aj2)2 giu^marctangj?) 

Indem roalh aus den drei für f{x), fX^c) und f\x) erhaltenen Glei- 
chungen sin(marctanga;) und cos(marctangrr) eliminiri, erhält man 

(1 + x^)f\x) — 2 (m— 1) xf\x) -f- {m^—m)f(x) = 
und hieraus durch p malige Differentiation nach dem Leibnitz'schen Satze 
(1 + a?*) f^P-^^^x) 4- 2p^xf(P+^\x) + 2p^f(P\x)—2{m — l)x fP-^%x) — 

— 2 (m— l)Pif^Pix) + (ni^—m) f^\x) = 0. 
Setzt man in dieser Gleichung a; = 0, so folgt 

f(p^)(0) = — /■W(O) (m — p) {m—p — 1). 
Demnach wird, indem man arctangO = voraussetzt 

/O«+i)(0) = o,/'(8»+«(0) -= (— l)«m(m-l)(m— 2)...(»t— 2n+l)(m— 2«). 

, , ^ -/ s co8(»t arctang x) 

11) /*(a!) = ^ ^5_Z. 

(1 + a;») 2 
/•('»+i)(0) » 0, /• W(0) -= (— l)»m (m + 1) . . . (m + 2« — 1). 



Capitel in. 

Differentiale Ton entwickelten Functionen mehrerer 

unabhängigen Yeranderlichen. 

§.8. Allgemeine Sätze. 

Bedeutet f{x^ y) eine beliebige Function;^ der beiden unabhängigen 
Veränderlichen x und y und werden deren partielle Ableitungen 

nach Jacobi mittelst des charakteristischen d miiJ-, J- y ^ V^"^» 

p— , etc. bezeichnet, während zur Bezeichnung der Differentiale das Zei- 
chen d verwendet wird, so gelten für die Differentiation dieser Function 
folgende Sätze: 

I. df(x,y) = dsf(x,y) + dyf{x, V)^ ^^^-^-^^V 
dxdy dy dx 

Hierbei ist die letzte Bezeicbnungsweise in dem Sinne zu verstehen, 

die partielle Ableitung ^ ^^r, ^ zu setzen ist. 

IV. Bezeichnet F{u, v) eine mittelbare Function von-a?, indem u « 9p(a?), 
V s= rp{x) Functionen der einzigen unabhängigen Veränderlichen x 
bedeuten, so ist 

dF{u, ü) = ^— dt* 4- 3- dw , 

vu äv 

etc. 
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wo du s= fp\x)dx , (f t; s= xfj\x)dx, 

d^u = y"(a?) dx^y d^v = V^"(a7) dx\ 

etc. 

Diese Formeln für rfF(a,i?), d^F(M,t;), etc. bleiben auch dann 
noch bestehen, wenn u:ssf{x^y) und v vsz g{x^y) Functionen der bei- 
den unabhängigen Veränderlichen x und y bezeichnen; nur ist in diesem 
Falle 

du:^-±dx+^dy, » 

ÖV dH dH 

etc. 

etc. 

Anmerkung. Die symbolische Gleichung d^F{u^v) ss 

(d 3 \» 

^({u+ ^(^t;l f*, welche zunächst nur Gültigkeit besitzt, wenn u 

und V unabhängige Veränderliche sind, behält ihre Bedeutung auch dann, 
wenn u und v nicht mehr die unabhängigen Variablen [selbst, sondern 
ganze lineare Functionen derselben sind. 

§.9. Beispiele. 

1) u = 27a?3 + 27x^y + 9xy^ + y» + 81 
du = 3 (3x + yy (3dx + dy) 
1 



2) u = 



{x^^y^y 



^ 4:{xdx-^y dy) 






(y + 6) 

_ (a; + a)**~^[n (y + 6) rfa; — m (x + a) dy] 

(y + b^-^' 

3* 
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_ —yjydx-^yjxd y 

24xy{ylx—4y)^ 
5) H s 2^£i; SS toy 

dt« s -^ da; + lo; d V 
a? ^ 

d«ti « — 4-<'^* + — <^^<^y 

fi^ ,^ + y 

• 2v 2a; 

(a;* — y')* («* — y^y " {x^ — y*)* 



«^ . / ax-hby 



^a6(a?dy — ydx) 
"" a*a?* — b^y^ 

8) w = a;yc*+2y 

du = e*+2y[y (1 + a?) f/a? 4- a; (1 + 2y) dy] 

9) u = y* 

di4 SS y^lydx + xy^-^dy 

d^u = y*(ty)2daj2+2y^-*(l+a?/y)rfa?dy + a:(a;— l)y*-2^y* 
yc* 



10). ti - jf^r-2 



^,^ as i 2 --^j^ — (teH r dy 

(a?*+y^)J (a?*+y*)5 

11) u = sinajcosy 

du s= cosx. cos ydx — sinxsinydy 

d'^u ss= — sinxcosy dx^ — 2 cosx siny dxdy — sinxco&ydy^ 
dht == —cosxcosydx^-{-3smxs\nydx^dy—3cosxcosydxdy^-\smjr8mydy 
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12) « so arctang — 

iß 






+ (aji + yi^a^'^^y + (x» + y^)» ^ 



13) u = arctang ~ 

, 2dx , dy 

du = z—. — s4 



1 — xy 
15) ii Ä arccos , - -=-^ 



«M s= 3-- — = + 



Man bestimme ^^^ und g^j^ 
d»M 1 _ö*M iSay 

17) tt === Isin — 

y 

1 Ä? 

du Ä —i^ydx — a?(iy)cötang — 

X 

18) u « itang — 

^^ ^ 2(ydX'-xd y) 
y* sin — 



44 



/ Qlj^ '—'~ V^ 

19) u ac aresin -%/ , , . 



x^ 



>/2a?y j V2-. 
dtt = ;;^ V-; da? ^ ^ , dt/ 

/p OJ 4« 

20) u = axyz +bxy-h cxz-^eyz+g — hA 1-*— +»w;+ii3^+pÄ 

tß At At 



du 






21) u - ^^ 
^ a* — z^ 



-i-laxz-i-bx-hez — g-^-^ l-wi äy-\- 

+ laa;y + ca; + ey— A-j — *-^ + pi d» 



2a;i/ - ^* j . 2a?*w» _ 

dl« s= -ö— ^ da? + -^ — -2^ dy + . « ""»x, dz 
a? — z^ a^ — z^ ^. (a* — z^y 



^ a? + 3^ + Ä 

(a; + y + x)^ 
^ (g- Ha;)(a;''+2yg)+g(y'— a ?g) (a:+y)(y''+2a:g)+a;(»»— a;y) 

1 

23) u »= , ^ +yg 

V« — 1 

<*« = — ;r; — ^<te+ady+yrf» 

2{x — 1)» 

4(a; — 1)» 
15 . , 

24) « =: i ?^-:*^^^ 



«2 



, a;y da; + («' — a;*) dy — y% dz 

25) u =' «2^ 

* r X 1 1 

dt« = %^ .y^,\ly.lz.dx-\ lz,dy-\ • d«j 
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26) u = —^-^ ^—r 

du sss 

mcosx(msmy—m'mz)da>Hnco^y(psinz—msinx)dy-^ 

27) u =3 arccos — 

xy 



_ yzdx + gggrfy — a;y dz 
xyyjx^y^—z'^ 

28) u = V«2^.y2+5j2 + arctang hy 

29) M = a?yÄ 

Zu berechnen d% und n g g • 

30) w Ä aj^+y^ + Ä^ 
Zu berechnen (jan. 

dH = 6((«ica4-dy3 4.rfa3) 

31) ti = e*y* 

Man berechne ^ ^ ^ * 

äxäydz 

^4?^3- = (1 + 3rryÄ + a;2^2;g2) g^y. 
dxoyoz 

32) M = —7—^—377 
{ yj^z^t)yztdx^{z-{-i-\-x)ztxdy-\'{t-\'X-\'y)txydz'\r{x+y-\rz)xyzdt 



Capitel IV. 

Differentiale yon unentwickelten Functionen zweier und 

mehrerer Yeränderlichen. 

§.10. Allgemeine Sätze. 

Wenn die abhängige Veränderliche y mit der unabhängigen Ver- 
änderlichen X durch eine Gleichung von der Form F{x, y) = ver- 
bunden erscheint, so heisst y eine unentwickelte oder implicite 
Function von x, wenn man sich die Gleichung nicht nach y aufgelöst 
denkt. 

Bei der Differentiation unentwickelter' Functionen sinfl sowohl die 
Fälle einer und mehrerer unabhängigen Veränderlichen, als auch die Fälle 
einer und mehrerer abhängigen Veränderlichen zu unterscheiden. 

1) Ist im einfachsten Falle eine Gleichung mit zwei Veränderlichen 
gegeben ^(a?;y) = 0, so kann das Differential der abhängigen Veränder- 
lichen y dadurch gefunden werden, dass man das vollständige Differential 
dFy genommen in Bezug auf die beiden Veränderlichen x und y, gleich 
Null setzt und aus der entstandenen Gleichung dy bestimmt. 

Ist also gegeben F{x\y) = 0, 

so ergibt die angedeutete Regel 

dF . , dF ^ A 

dy^ 0, 







dF 


= 


dx 


dx + 


By 


und hieraus 


folgt 








dF 








dy 


= 




Sx 
SP 


dXs 



dy 

Die nochmalige Differentiation dieses Ausdrucks oder der vorher- 
gehen<ien Gleichung nach x, wobei y als Function von x zu betrachten 

und der gefundene Werth von -^ einzusetzen ist, ergibt 

dX "~ 
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dF\*d^F 



rf»» 



/dFV 



^dFdF d^F lBF\^dn 



dy dx dxSy 



idx)i 



iW 



dF\* 



W) 



da;* 



2) 



Liegen m Gleichungen 

^2(^; ^1» yi^'^^ym) 








zwischen den m abhängigen Veränderlichen ^| , ^2 i • • • ^m und der ein- 
zigen unabhängigen Veränderlichen x vor, so werden die Differentiale 
der m Functionen yi , y^-f^ym auf folgende Weise bestimmt: Man 
setze die vollständigen Differentiale der Functionen F^^ ^2 , . . . Fm in 
Bezug auf sämmtliche Veränderliche gleich Null, wodurch man ein System 
von m Gleichungen erhält: 

dFi = ^ dx -h ^-^^ dyi +...+ Q^-dyfn = 



dx 
dp 



dx 






= 



dFm 



dF, 

dx 



dFm 

dyi 



^ dx-\- V— dyi + . . . + V "* ''.'/ 



ÖF, 



m 



= 



Da nun diese m Gleichungen in Beziehung auf die Differentiale dy^, 
dy2 , • • • dym linear sind, so können aiis denselben die gesuchten Diffe- 
rentiale berechnet werden. Die Auflösung dieses Systems von m linearen 
Gleichungen wird bekanntlich durch Anwendung der Determinanten we- 
sentlich erleichtert. Vorausgesetzt wird hierbei, dass die Determinante 

dFi dF. 

dyi dym 



djn 

dyi 



dFm 
dym 



nicht identisch verschwinde. 

Für den Fall von zwei Gleichungen mit drei Veränderlichen 
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fuhrt folgende Rechoung zum Ziel: Die Differentiation dieser Gleichungen 
ergibt 







dx 
und hieraus folgt 



dx^-^dyi^y^^d'^l^y^ 



hi 



h'. 



dVi = 



dFi 


^^i. 


dx 


^y^ 


dF^ 


dF, 


dx 


^Vi 


SFi 


öFi 


^Vi 


^y2 


^Fa 


öFj 


^yi 


^y» 



dXy dy^ s= 



dPt 


ÖF, 


Syt 


dx 


dF, 


ÖF, 


^<fi 


5a; 


^Ft 


öFi 


^Vi 


^yi 


dF, 


5^2 


5yi 


^y* 



rfa;. 



Anmerkung. Die Rechnungsvorschrift für Determinanten mit 
4 Elementen liegt ausgesprochen in der Gleichung 

<ii a. 



1 



a= öiftj — ^1^: 



Zur Auswerthung einer Determinante mit 9 Elementen (aber nur 
für diese) gilt folgende mechanische Regel: Man denke sich neben der 
dritten Columne die erste und zweite wiederholt und führe dann die 
Multiplication nach Anleitung des folgenden Schema aus. 



«1 


«2 «3 


h 


62 h 


Ci 


«2 Ca 









3) Ist eine Gleichung f (a?, y ; i») = zwischen den drei Verän- 
derlichen X, y, % gegeben und wird z als Function der beiden unab- 
hängigen Veränderlichen x und y angesehen, so werden die partiellen 

Ableitungen ^ , tt* dadurch erhalten, dass man das vollständige Diffe- 

rential von F, genommen in Bezug auf x, y, %^ gleich Null setzt und 
die so entstandene Gleichung in Bezug auf dz auflöst. Die Coefficienten 



von 



4d 

dx und dy sind die gesuchten Werthe von -^ und -^' Darnach 

hätte man z. ß., wenn gegeben ist 

F{x, y; %) = 0, 

dF . / dF , . dF^ 

dz = 0, 



da; dy 


''^^dz' 


aF 


dF 


dz=. ^pdx 


- dF^y^ 


~dz 


dz 


dF 


dF 


dz dx . dz 


dy 


dx~ dF' dy 


- dF 


dz 


■ dz 



4) Sind endlich m Gleichungen mit (m + n) Veränderlichen gege- 
ben, so können im Allgemeinen in Folge dieser Gleichungen m dieser 
Grössen als Functionen der übrigen Variablen betrachtet werden , und 
es ergeben sich die Differentiale dieser m impliciten Functionen durch 
die Verbindung der für die Fälle 2) und 3) gegebenen Vorschriften. 



§. 11. Beispiele zur Differentiation unentwickelter« 
Functionen einer unabhängigen Veränderlichen. 

1) Äx^ + 2Bxy + Cy^ -{'2Dx-{'2Ey + F= 

dy__ Ax-hBy-{-D 
dx'^ Bx+Cy + E' 



£y^ 



rp, wenn A 



A B D 
B C E 
D E F 



dx^ (Bx -i-Cy-{- Ey 

2) y^ — baxy + a:^ = 

dy ay — x* d^y _ 2a{y^—ax){ay—x'^)-~Aiy\ay — x^y—Ax\y^^axY 
dx^ y^ — ax' dx-^ (y* — axy 

3) (a:^+y2_5^)2_^2(^2+y2) ^0 

(Schnecke (Limacon) von Pascal.) 

dy_l^ aV-~ {x^ + y^—bx)(2x-— b) 
dx"^ y 2(a?^-hy* — hx) — a} 

öohncke's Aufgabensaramlnng. I. 4 
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Multiplicirt man nach der Differentiation Dividend und Divisor mit 

y und ersetzt durch y^ so folgt 

X y 

d9^ 2y^ 

dx n(a;* — 3/*) — 2xy 

5) ^_^4 = o 

a^ — y 

dy ^ n (a?* — y*) + 4j7^y* 
da? ^ 4a;^y 

6) (a;+y)^ + (a? — y)^ = a ^ 

dy x-\-ylx''—y^ d^y ^ 2x^ + {2x^ + y ^) yjx^—y^ ^ 

7) ax-hby + xy = V-T^+i/^ 

dy _ (a 4- y) (ao? + 6y 4- ary) — x 
dx y — {b -\-x){ax-hf>y -hxy) 

8) ey = a;y+^ 

oder y = (ic + y) to 

^ — ^(1 + ^ ^) + ? 
(to "" ic (1 — te) 

9) e^+y 9c ajy 

oder o; + y Ä ylx 

dy^ y—x 
dx x{l — Ix) 

10) xy = /(e*y 4- e-^v) 

oder e"^?' = 

dy^_ y_ 

dx X 

Zu demselben Resultate fuhrt auch c + xy = l{e y 4- e— *y) 

11) y^ = a^ 
oder yte = xly 

^y = _y y—^^y_ y^{lx—l) 

dx X x—ylx x^(ly — 1) 

12) y = l-\'Xe'f 
dy_ ey 
dx^ 2 — y 
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13) yc"» = aa?»" 

dy my 

dx"^ a? (1 + ny) 

14) x^my — cosy + cos2y = 

dy siny sin^y 



dx 2 sin 2y — sin y — x cosy sin y sin 2y +cos y — 1 

15) ysina? — cos(ä — y) » 

rfy _ ycosa; + si n (a; — y) 1 — 2ysiny + y^ 

cfa? ^ sin (ic — y) — sin^r 1 — cos y — y sin y 

16) sin (a7y) = mx 

dy _ m — y cos (a;y) 
dx "" X cos (ooy) 

17) yte = ajsiny 

dy _ a?siny — y _ y^ y — a;siny 
dx "" a?(te — iccosy) x^ ycos y — siny 
«»^sin*Ä n^sin* (a? H- y) 



18) 



a* — m^ a^ — n^ 



c/y ^ w2(a* — n^) sin a; cos a? i «- ^ , / ^"~^^ . 

dS "" nV*~»»^) sin(a;-l-y)cosT^+y) ^ n V a^—m'^'c 



cosaj ^ 



cos(a;+-y) 



19) 4y3 — 3y4-sina; = 



dy . cosa? _ , x_ 
55 = * (1=4^)-^^«« 3 



20) y sin na? = ae''*+>' 
dy 



J«- l^(l-^^^«"g^^) 



21) lang f = y ^ 



1— _? 
a? 



Ztang-|-= U(l— a;)-^/(l + a;) 

dy siny 1 

dx ^ r 1 — x^ '^ Vi— ^ 

22) ysina; » a?arctangy 

d\i y .^ «X ajcosa? — sina; 
dx a? ■ ^ "^ a?— (1 + y^)sin x 

X 

23) a;y = arclang — 

dy _ y \-{ar'-\'f') 
dx X l+(a?2+y*) 
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24) ^ = arctang — 

^ y . ^ 

dx X 
Anmerkung. Da diese Gleichung zwischen x und y nur das 
Verhältniss ~- = » enthält, so ist dieses Verhältniss eine Constante 

X ' 

welche aus der Gleichung % tang » = 1 zu bestimmen ist. 

OCX . ^ — ö * y — a h — a 
J5) arctang —- arctang ^— — - = arctang 

2o) arcsin h arcsm — = e~" **°k v 



^ -, _ / ^IZ^. 
dx V »»* — ^^ 



27) y^ — Sj^arcsino? + a:* = 

«[y_ y—x'^yjl — x^ _ 3y (y — x'^ Vl^») 
^^ (y2_arcsina?)Vl— rc*-^ (2y»— aj^lT^^^ 

28) yx^ sBs arcsin a? + arccos 



n 



#__ ^y g; — y y 1 — a;^ arcsi n a? 

dx'^x y/i^^ arcsin o? ( 1 + ylx) 



29^ arcsin / y^ + a;^ — 3 a?W „ ^ 



dy_ _y 
fi^o; a; 

Man erkennt leicht, dass der gegebene Ausdruck nur von dem 
Verhälmiss -^ = ä der beiden Veränderlichen x und y abhängt. Der 
constante Werth dieses Verhältnisses bestimmt sich aus der Gleichung 

z^—Sz-hl 



a= sin^fl. 



2«— 3*2+1 
30) a^ +Vsec(a?y) ä /cotanga 

rfy 2q^ . y . a?y-^ la-hy tang (a?y) ^sec (a?y) 

^ 2(1* . a?y. te". la-hx tang (a;y) ^sec (a;y) 
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31) x^-hy^—az + a = 

z^ — 2y^ — x+b = 

dy 3(1— 2^ä) dz _ 1 — 6a;^ 
dx^ ~~4y(z—3) ' dx 2(«— 3) 

32) a;*+y3 + Ä» — 3a;yÄ = 
x-i-y-bz s= a 

dy ^z — X dz ^x — y 
dx^ y — ä' dx^y — z 

33) tang(^ + y) + sinÄ = cosa 

tang(ii; — y) + s\nz a= tanga 

dy _ cos^ (aH-y)— cos^(a; — y) dz ^ 2 

dx^ cos\x+y)'hcos\x — y)' dx^ cosÄ[cos^(a;+y)+cos*(a!7 — 3^)] 

34) a? + y + ä + w = a 

a?'+ y^ + »* + ti* = € 

rfy _ (u — x) (z-^x) dz (m — x) (y — x) du^ (g — xXy — x) 

dx """ (u—y) (ä — y) ' rfo; ^ (w — ») (y— ») ' dx "~ (»— w)(y — u) * 

35) u2 + a?^ + y* + Ä2 ^ ^2 

Ka?y)+-| = ft^ 
/— + a;Ä « 

X 

du 1_ ry* x~^y z^ xz — 1 "j 

dx^' u Vx x-^y X xz + 1 J 

§.12. Beispiele zur Differentiation unentwickelter Func- 
tionen mehrerer unabhängigen Veränderlichen. 

Qp' 1/^ Z^ 

1) -2 + I2 "* — 2 == -'^ (Dreiaxiges Ellipsoid.) 

dz ^ c^ X 5ä _. ^^ y 

dx'' a^ z ' Sy"^ b^ z 
^^* o* ä^ ' 'dxdy'^~ ^b^z^' 



öy^ 6* z 



3 
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2) ^^ 2"-^ + VI = 1 (Elliptischer Cylmder.) 

dz h^{x — mz) dz a}{y — n z) 

dx "" a-n {y — nz) + b^m{x — tnz) ' dy "" a^n (y — nz) + b'^m (x — mz) 

u Z" 

3) ^-—r- — SS 2x (Hyperbolisches Paraboloid.) 

dz b dz ^ by 

dx z ' dy'^ az^ 

d^z __ b^ _dH _ h^y d^ _ _6 gg^— feyV 
• dx^ "* z^' dxdy'^ az^ ' dy- ^ a* z^ 

4) — =• tangas (Schraubenfläche.) 

dz cos^az dz xcos^az 

dx ^ ay ^ dy ay^ 

5) xy + xz SS y'^-\' Ä* 

dz ^ y -{- z dz ^ X — 2y 
dx "" 2z — X ' dy "" 2z — x ' 

^g __o (y+g)(g— a;— y) ^^« _ . y^+g'— a?g . 
1^.2-^ (22— ä:)3 ' dxdy^ (2z— xY ' 

ö^Ä _ (2g— a;)* + (aj -2y )2 

dy» ^ . (2g — rü)»" 

6) (a;2 + y2 ^. ^2)2 ^ 2an^*— y* + »*) 
5g _ a? dz ^ y A 

dx^ z dy z B ' 

wenn i = o?* + y» + g- + a* ttnd Ä = a;* + y» + s* — a^, 

ö^g _^ a;*+g* ö*g ^ ÄJy i4 

öa;»"" ^ä— ' dxdy^'^z^'B' 

d^ 8oVg2-l- /tg( g'g4-y-i4) 

dy2 "^ g^Ä» 

7) a?'4-y'+g' = xy-hxz-hyz 

dz ^ 3a?- — y — z dz ^Sy^ — x — z 
dx^ x-\-y — 3g^ ' öy "~ a;4- y — 3«* 

8) xy 'hxz-\-yz = a?yg 

dz ^ y + g — yg ög^a; + « — a?s 
dx xy — X, — y' dy'^ xy — x — y 

9) a?/y — ylx = ajyg 

dz xly — y — a;yg dz x — ylx — xyz 

dx x^y ' dy "" xy^ 
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dz a{aiX-^ b^y >f qg) — a^ dz_ _ h{a^x-\-h^y-hc^z) — h^ 

11) Ä» == ye^+= 

cte "■ 3»*— 3/e*+» ' öy "" 3s? — ye^+' ' 

12) xF.yy.z"^ = a 

ö^ _ g(/^+0^+^(to+l)^ 52;2;_ ^^^^ (Za;+l)(/y+l) 

^^ «_ ^(^^+i)^+y O y+i)^ ^ 

%* y;8f (?;2f4-l)* 

5ti _ y (^* + u^) -h 2a;^w — 4^^ du ^ x {z^-k- v?) -j- 2yzH — 4^^ 
5a7 ^ j8? {x- +y^) + 2:r«/*( — 4w^ ' 5^ "" zix^-^-y'^) -i- 2icyM — 4%^ ' 

5w __ ti (a?^ +y') + 2^yz — 4g^ 
5;2? "~ z {pi?--\-y^) + 2a7^a — 4?i^ 

14) arccolang ^ = arccotang ^ ir 

du y M^ -H(;g— 1 )' 5u a;— 1 n^+( jg— 1)^ du _ « 

aa: "" /-- 1 * y''+{x—lY ' dy'^ z^ l ^^{x—lf ' dz "" z — i * 

15) a5 + y + ^+w = a 

dz ^ t| 2 — jr.2 5^ ^ u^—y^ du ^ z^ — X' du z^ — y'^ 

dx ~ M^"^^^' ' dy^~ v^—^^' dx "" ti^^T^ ' ä^ "^ u^^^z^ ' 

dH ^2 ^(^' — a;^)(ig^ - y '^ )-\-z{u^—x'^) {y} — y^) a^tc 

dxdy lu^—z^Y "■ aa;a7' 

a2;2r ^ y(u2 — ^2)2^^(y2_,,2)2_m(^2_y2)2 ^2^ 

äy» (m* — ;5'^)» ■" dy'~' 

16) a?y + &ZU = 10 

x + y—8z—12u = 5 
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dz __ 2y+0 de 2x+g du 4y+3« 

■äär"'4(2«— "3tt)' dy~M20—^y ^^~ 12(2«-3«) ' 

du 4ic4-3M 

^~ ~" 12 {2g - 3«) ' 

<92« (2 y+g)( 4 y+3u) . ö»m 

öa;«~ 8(2ä— 3m)' ~ ^dx^' 

d'^g_ {Su-+4x){2y+g)+{2x+gX4y+3u)—S(2g—3u)'^ , dhi 

dx'dy~ 16(2«— 3u)» ^dxdy' 

dy_ (4a!+3M)(2a;+g) , ö%, . 

dy'^~ 8(2«— 3tt)» ~ ^ dt' 

17) a! + y + i? + tt = a 

X^«M = h 
dg g M ^ 5« « M— y 5»« % g X 

dx X u — 0' dy y u — 0^ ox x z — u' 

A* n z — y 

öxöy xy{u — zY^ ^/ \ /v c^j dxdy' 

ö^i- ^;j(;iz::^,C(«-^)^+(«-^)'+(^-2')*] = - -5^- 

18) a; + y + ^ «= w«^ 
x-{-y-{-u Ä vjs 
a? + y + «? = ^M 

dz _ (l + i^ + t; — ^)(l + ;g) _ dz^ 
~dx'~' %^ + v* +iS* + 2Mt;;8f— 1 "" f)y ' 

öü ^ (l + t; + ^— u)(l + uj __ 5tt 
öi ~" ?** + v^ '\-z'^+"2uvz — 1 "" dy ' 

i5t> _ (l-^-u-^-Z — v){l-\'V) dv ^ 
dx"' M^ + v^ + js;2 + 2w«;5 — 1 dy 



5t 



Tertauschang der unabhSnglgeii YerSnderlicIieii. 

§.13. Allgemeine Sätze. 
1) Soll in einem Ausdrucke von der Form 

WO F eine gegebene Function bedeutet, statt der Grösse x eine andere 
veränderliche Grösse t als unabhängige Veränderliche betrachtet werden, 
welche mit x durch die Gleichung 

y(aj, = 

du 
verbunden sein möge , so kann zur Berechnung der Ableitungen — , 

72 » ' " tolgendes Verfahren eingeschlagen werden : 

dy ^ dy ^ _ dt 

dx dt dx dx 

dt 
indem y als Function von f, d. h. als mittelbare Function von x be- 
trachtet wird und hierauf die früheren Sätze (§.1.) angewendet werden. 

Die weitere Differentiation der erhaltenen Gleichung nach x ergibt 
dx dhf dy d^ 
. (i*y _ ~dt H^ dt di^ 



m ' 

d^y idx^ e.dx d^ d^ » ^^V id^x^ dx dy dhc 

dt^ \dff W IJt^ dt'^ '^ ~dt \ dt^ f dt dt dt^ 



dx^ idx 



etc., 



\dt) 



dx d'^x 
wo auf den rechten Seiten für — , -r-j , • • • die aus der Gleichung 

9>{x, i) SS (nach §. 10) sich ergebenden Werthe einzusetzen sind. 

In dem sich häufig darbietenden Falle, wo y als unabhängige Va- 
riable betrachtet werden soll, können die nöthigen Formeln aus den 
vorigen durch die Specialisirung t ss= y oder auch direkt auf analoge 

Weise erhalten werden. 

4* 
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2) Wenn es darauf ankommt, den Ansdruck F durch Einfuhrung 
zweier neuen veränderlichen Grössen t und n umzugestalten, welche 
mit den vorigen durch die Gleichungen 

g>iix,y,t,u) = 0, 

9i(p^^ y, f, m) = 
zusammenhängen, so dass t als unabhängige Variable und u als abhängige 

veränderliche Grösse betrachtet wird, so hat man nur in den obigen 

dx dfi d!^x d'U 
Formeln an die Stelle von -j: t -i.t ~JjT' Ht^^ ®'^' ^^^^ ***^ ^^^ ('lei- 

cbungen y^ == 0, ^2 = (nach §. 10) folgenden Werthe zu setzen. 

3) Um in einem Ausdrucke von der Form 

i 00, dz &^e dH ÖH \ ^. 

statt der unabhängigen Veränderlichen x und y zwei neue veränderliche 
Grössen u und v mittelst der Gleichungen 

VaCa?, y. M, «?) = 
als unabhängige Variable einzufuhren, kann man von den Gleichungen 

^^ — ^ öu dz dv 
dx du 5i dv dx ^ 

dz ^ ^ , % ^_? 
^ du dy dv dy ' 

etc. 
ausgehen, in welche man lur 5- , p- , >jp- , ^ , etc. die aus den Glei- 
chungen 9)1 = und fp^^ (nach §. 10) folgenden Weribe einzu- 
setzen hat. 

Anmerkung. In denjenigen Fällen, wo sich die Gleichungen 
^1=0 und ^2 *= ^ leicht nach x und y auflösen lassen, ist es vorzu- 
ziehen, von den Gleichungen 

dz dz dx dz dy 
du dx du dy du ' 
dz dz_ dx dz dy 
dn dx dv dy 3v^ 
etc. 
auszugehen. Das weitere Verfahren ist dem vorigen ganz analog. 



4) Es seien endlich in dem Ausdrucke 2) anstatt der drei ver- 
änderlichen Grössen o?, y, z drei neue veränderliche Grössen u, t;, to 
einzuführen, welche mit den früheren durch die Gleichungen 

yi(^, y* z,u,v,w) = 0, 

Vi{x,y,z,UyV, w) = 0, 

verbunden sind und von denen w als abhängige, u und v als unabhängige 
Variablen betrachtet werden sollen. 

Ausgehend von den Gleichungen 

dw _ du> du dw dv 
^'^ du 5x dv dx' 
dw ^ dw du dw dv 
dy ^ du dy dv dy' 
eic. , 

, . ^.. dw du dv dw du dv ^ .. , r-i • 

in welche man für x— , ^ , 5- , 5— , p- , ^— , etc. die aus den Glei- 
chungen yisssO, yj = 0, 9>3=0 (nach §.10) folgenden Werthe zu 
setzen hat, erhält man neue Gleichungen, aus welchen man die Werthe 

von p- , p- , p-^ , etc. entnehmen und in 2) substituiren kann. 

Anmerkung. Sind aus den gegebenen Gleichungen g)^ » 0, 
fp^ ssOj ^3 ==0 die Grössen fc^ y, z leicht als Functionen von ti, t), w 
zu erhalten, so wird es in vielen Fällen vorzuziehen sein, von den Glei- 
chungen 

dz dz dx dz dy 



äw" 


dx du 


"■Sy 


du' 


dz 


dz dx 
dx dv 




dy 


etc. 









auszugehen. 

§.14. Beispiele. 
1) In der Gleichung 

soll y als unabhängige Veränderliche eingeführt werden. 
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Es wird 

2) Zur Berechnung des Krümmungshalbmessers einer ebenen 
Curve, bei welcher y als Function Ton x betrachtet wird, dient die Formel 

? — -^ — 

Dieser Ausdruck gebt, wenn x als abhängige, y als unabbängige 
Veranderlicbe betrachtet wird, in den folgenden über: 



vAtn 



dyi 

'dy^ 
3) In der Gleichung 

dx^ dx 

soll y mittelst der Relation y:Bz Ix als unabhängige Veränderliche ein- 
geführt werden. Man erhält 

dy^ 

(Fourier, Traite de la chaleur). 



^ • dt ' ' dfi 



6) In der Gleichung 

soll a? = /(y + yl+y*) als unabhängige Variable eingetührt werden. 

Der Ausdruck für x gibt durch Diilerentiation 

dti B^ "4- Ä""** 
^^ «= 2 ' folglich wird 

du du 2_ 
dy dx' e^-{- «-* * 
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Aus der Gleichung zwischen x und y folgt ferner 
6« = y-{- vl+^^ daher y « ^ 



und ^1+^2 = 



2 



.— * 



Setzt man die so erhaltenen Werthe ein, so ergibt sich 

7) (1-2/^-) -^-y-^ + n^u^O, a; = arccosr. 

-— + nru = ü. 

8) (^-^')-0 + (1 - 3»'^) S -^y = 0. x = VT^^'; 



9) ? = 



A^ ^ ^^ "' '' dt 



X = rcosy, y = rsiny; 

fl = — r^—, wenn w als unabhängige Variable 

^rfy / d(p^ 






betrachtet werden soll; dagegen 



o = -; — , j-, — , wenn r als unabhängige Variable 



2 -+r. (g) + . 
betrachtet werden soll. 



10) Unter der Voraussetzung, dass 
soll bewiesen werden, dass 
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11) Es sei t< eine Function von r. Setzt man r= V^^ + y*"*"^*» so 
besteht die Gleichung 

5^ 3^ d^u ^ 

Es soll hieraus eine Gleichung hergeleitet werden, in welcher u 

nur in Bezug auf r difTerentiirt vorkommt. 

ä^u 2 du ^ 
dr^ r dr 

12) Welchen Werth hat der Ausdruck 

dz dz 

wenn x = rcos y, y = r siny 

gesetzt wird, wo r und fp zwei neue unabhängige veränderliche Grössen 

bedeuten ? 

Man erhält 

dz 

X s=rcosy, y= rsiny; 

a^ 1 a^^ 1 %^^ 

ör* ^2 5^2 r dr ' 
14) Wenn x, y, z und ^> t;, ^ die Coordinaten eines Punktes des 
Raumes in zwei verschiedenen rechtwinkligen Coordin;(ten>ysteraen be- 
zeichnen, so ist zu zeigen, dass, wenn u eine Function von 2;, y, z 

bezeichnet, 

5^tt d^u d^u d^u d^u d^u 

Die Lösung dieser Aufgabe setzt die Kenntniss derjenigen Formeln 

der analytischen Geometrie des Raumes voraus, welche die Coordinaten- 

transformation betreffen. 

d^tt d^ii d'^u 

X = rsin^cosf), y = rsin^siny, j3= rcos^. 
Fuhrt man die Hulfsgrösse '^ =:rsin^ ein, so erhält man nach Auf- 
gabe 13) 



d\ur)^ 1 d^u , ^ . _ Q 
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-^ . 1 du 1 ÖM . cotang-^ 5tt 
Ferner ist — ^- = — -^-H .^— -^-^ 

Diese drei Gleichungen addirt, folgt 
S^u d'^u d'u ^ B^u 1 d'^u 1 dhi 2 du cotang^ du 
d^'^'Sy^ dz"^ ä7*'*"r^ä^"*"^ d^^^T dr r* d^' 

Ersetzt man q wieder durch seinen Werth, so wird die vorgelegte 

Gleichling 

^ ör« "*"sin2^ 5^ sin^ 55^ ' 

(lieber die Transformation dieser Gleichung sehe man Jacobi: lieber 

iw. ö*F d^V 

eine particuläre Lösung der partiellen DifTerentialgleichung 3~2+pT"*" 

^^ = 0; Crelle's Journal ^d. 36, pag. 113—134). 

16) Es soll der Ausdruck 

y— X 

mittelst der Gleichungen 

fi = / ylx^-^^ , f? Ä arctangisr, r = a: + y + ^8? 
umgeformt werden, wenn u als abhängige, v und r als unabhängige 
Variable betrachtet werden. 
Man erhält 

$.15. Homogene Functionen. 

Eine Function f(x, y, jer, f , . . .) der Veränderlichen a;, y, ief, ?, . . . 
heisst homogen von der nten Dimension oder von der nten Ordnung, 
wenn sie die durch folgende Gleichung 

f{ax, ay, az, at, . . .) = CL^fipo^y, 0,t,:,,), 
in welc|ier a eine neue Variable bezeichnet, ausgedrückte Eigenschaft besitzt. 
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Diflerentiirt man diese Gleichung in Bezug auf a und setzt nach 
ausgeführter Differentiation a = 1, so erhält man folgende Euler'schen 

Sätze: 

du du öu 

a?5 — hy^+^-3- + -" = nu 

CfU u^u S^u 

^^ 5^2 + 2x^3^ + 2/«^, +••• =«(«-!)« 

etc. 

Es ist eine nützliche Uebung, die Richtigkeit dieser Sätze an einigen 

Heispielen durch wirkliche Ausführung der Differentiationen nachzuweisen. 

1, „„?L+y. („=!) 
y — x 

'2) M = arctang^^. (n=0) 

3) - = [' ^%t' (« = 0) 

4) Bezeichnet w as /'(rc, y, ;8?) eine homogene Function der Ver- 
änderlichen X, y^ z und co s ^p (^, 77, C) diejenige Function , welche aus 
f hervorgeht, indem man für x^y, z ganze lineare Functionen der Ver- 
änderlichen I, Tiy ^ einsetzt, so ist zu beweisen, dass 

^* dx^^' dy^''Tz^^'d§ ^''^ 07)^^' ar 
wenn a?i, y^y z^ diejenigen Werthe der Variablen x^ y^ z bezeichnen, 
welche den Werthen $|, iyi, Ci der Variablen $, 17, C entsprechen. 



Gapitel V. 

Der Taylor'sche und der Maclaurln'sche Lehrsatz. 

§.16. Lehrsätze. 

I. Die Taylor'sche Reihe. 

f(x + h)^fix)+nx).-^ + f"ix) . ^+/-"'(x)~ + ....+ 

II. Die allgemeine Maclaurin'sche Reihe. 

f(x) =f{a)+na) . ^^ +n«).^^+r(«)- ^^^V--+ 

wo a eine Constante bedeutet. 

Wird hierin a = gesetzt, so entsteht: 

III. Die specielle Maclaurin^sche.Reihe. 

Ax) =/-(o)+r(0)-y+r(o)-^ +r(0)-YX3+- •••■*■ 

In Bezug auf alle diese Reihen legen wir die Voraussetzung zu 
Grunde, dass die Function f{x) nebst ihren n ersten Ableitungen in 
dem betrachteten Intervalle endlich, stetig und eindeutig sei. 

Wenn f{x) eine ganze, rationale Function von x bezeichnet, so 
brechen die drei Reihen bei einem gewissen Gliede ab. In allen andern 
Fällen muss der Summe der n ersten Glieder, sofern man eine dieser 
Reihen mit dem nten Gliede abbrechen will, noch ein sogenanntes Rest- 
glied zugefugt werden, welches in den obigen Gleichungen mit j{„ be- 
zeichnet worden ist. Die Schätzung der Grösse dieses Restgliedes erlaubt 
ein Urtheil über den Grad der Annäherung, mit welcher die Summe der 
ersten n Glieder der Reihe den Functionswerth darstellt. 

Bohncke's Aufgabensammlang. I. 5 



Besitzt dieses Restglied die Eigenschaft, unendlich klein zu werden, 
wenn n unendlich gross wird, so stellt iur jeden zulässigen Werth von 
X die Summe der in's Unendliche fortgeführten Reihe den Werth der 
entwickelten Function genau dar. 

Von den verschiedenen Formen, unter welchen das Restglied dar- 

gestellt werden kann, sind die wichtigsten folgende: 

Restglied der Taylor^schen Reihe. 
hn Ann 9•'^«— 1 

ß» = ^ • f'Kx + »h) , fi, = -^ \^_^^ , • Mx + i^'h) . 
Restglied der allgemeinen Maclaurin'schen Reihe. 

Die in diesen Formeln auftretenden Grössen ^ und ^' bezeichnen 
nicht näher bekannte, positive, ächte Brüche. Die erste Form des Restes 
wird gewöhnlich auf Lagrange zurückgeführt; die zweite rührt von 
Ca uchy her. 

IV. Die Taylor'sche Reihe für Functionen mehrerer 
Veränderlichen. 

äy^ f Ol \dx^ öx^öy oxöy^ oy^ f 

V. Die Maclaurin'sche Reihe für Functionen mehrerer 
Veränderlichen. 

WO a und b Constanten bezeichnen. 

Die Restglieder, welche zu diesen Reihen hinzuzufügen sind, sind 
den vorhin angegebenen ganz analog. 

§. 17. Beispiele. 
1) Sei f(x) :=: x*+2x^~5x-h3. 

4 

er) Man bilde f{x-{-h) mit Hülfe des Taylor'schen Lehrf?atzes, 



+ 



67 

ß) ordne /*(a;) nach steigenden Potenzen von {x — 1) mittelst des 
Maclaurin'schen Lehrsatzes, 

Y) ordne f{x) nach steigenden Potenzen von (a? + l). 

+ (4a; + 2).Ä»4-A*, 
ß) f{x) == l+5(a; — l) + 12(a?— 1)2+6(ä;— l)3 + (a; - 1)*, 
y) /-(a?) = 7— 3(x + l)— 2(a;-l-iP+(a? + l)*. 
2) {x +A)'^ zu entwickeln, wenn m einef beliebige Zahl bedeutet. 
Bezeichnet man rc"* mit /*(a;), so ist f^^\x) = 

SS m(m — l)(m — 2) . . . (m — n + l)Ä?"*"'" und daher 

Die Reihe ist convergent, wenn A> absolut genommen, kleiner als x ist. 
Setzt man o; as 1 und x an die Stelle von A, so ist 

Die Reihe convergirt iur — l<a;<+l, für a; = +1, wenn — l<m<+oo 
und für a; « — 1, wenn m>0. 

Anmerkung. Zur Beurtheilung der Grösse des Restgliedes für 
diese Reihe ist für positive Werthe von x die Lagrange'sche, für 
negative Werthe von x hingegen die Cauchy'sche Form des Restgliedes 

geeignet. Die Fälle a? ss j;:! bedürfen einer besondern Untersuchung. 
Sie können leicht z.B. durch Anwendung des Gauss'sclien Convergenz- 
kriteriums erledigt werden. (Gauss, Disquisitiones gen. circa seriem 

inf. l+T^a?H ). Man sehe auch Abel: Untersuchungen über die 

l.y 

Reihe l +^x ^ ^(^—1) ^2^...^ Crelle's Journal Bd. I, S.311. 

(-1)" / A Y 
n \x+&hr 
(A abs. <a?). 

Wird a? = 1 und x an Stelle von A gesetzt, so erhält man hieraus 



68 

Anmerkung. Für negative Wertbe von x kann zur Beurtheiluug 
der Grösse des Restgliedes wieder die Cauchy'sche Form für das Restglied 

dienen. 

Ebenso ist 

(-l^a;<l). 

„ , , ,1+a; o/* . ^* . ** . \ 
Zusatz 1. Z^-— = 2^y+^+^+...). 



1— ic y 



Zusatz 2. Setzt man in der letzten Formel 

also X = 75 — — Y i so folgt 
^y -t-n 

eine Formel, welche aus dem Logarithmus einer Zahl y den Logarithmus 
von {y-\-h)i wo h positiv oder negativ sein kann, zu berechnen lehrt. 

4) Man lasse in 

, . a-\-x 
fix) = 

X in x-\-h übergehen und ordne f{x-\-h) nach steigenden Potenzen von ä. 
Da f\x) = y ^2, ^^ ^^^ ^^^^ Aufg. 10, §.6 

V Ä X) 

fw(a;) a=. -p wTT-ö uö" daher 

a — X — Ä^ 

„ j Ä A^ A3 A»» » 



0+^ o i A A^ A^ A^ 

a — x'^ Xa—x) * "*" (a— a?) 3 "*" (a— a?)* "*" '" "*" [«— (a;+^Ä)]«+i| 



5) Sei /(a;) » . . Es soll unter der Voraussetzung, dass oc^ 

Vi — a? 

nicht gleich 1 ist, f(x+h) == . . — r -^ nach Potenzen von A ent- 

Vl— (a;-l-A)* 

wickelt werden. 



69 

Mit Hülfe von Aufg. 23, %. 6 erhält man 

1 __ 1 r^ 'a; h l+2a;^ J^ 

,lizi(^^:fhy "" Vi--^ r ■*"i-a:* * i ■*"(!-:»*)»• 1.2 -*" 

"^ (l — a?2)3 •1.2.3 **■ (1-0?*)* 1.2.3.4'*"' J 

6) sin (x+h) nach Potenzen von h zu entwickeln. 

8in(a;+A)=sinÄ?+ -jj-A öT*^ 3!" * +-Tr^ "* ^ 

sinla^+^A + n-^l 



n! 



7) co8(:z;+A) nach Potenzen von h zu entwickeln. 



/ . iL\ sina? , cosic -, . sino;., , cosa? ,. 



cosla?-l-^A+n-^l 

+— 1 ^ h\ 

nl 



8) arctang(^+A) nach Potenzen von A zu entwickeln. 
Nach Aufgabe 44, §. 6 ist 

, ^ ^ = ( — l)'*~Vn — l)!sin**9>sinny, wenn 2; = cotang^), 

und man erhält 

I A* 

arctang(aH-A) = arctanga?+sinV-A — sin*9)sin2y • -^-4- 

A' A* 
+ sin^y sin 3y • -s sin*y siniq> • -^ H 

9) arccotang(a;+A) nach Potenzen von A zu entwickeln. 

Die Lösung kann auf ähnliche Weise wie die der vorhergehenden 
Aufgabe erhalten werden. Sie geht aber auch aus dem soeben erhaltenen 
Resultate hervor durch die Substitutionen 

arctang {x + h) = -^ — arccotäng {x + A), 

arctang^ == -^ — arccotäng a;«,-^ — y 

(p == arccotäng o; = y. 

Es folgt 

A A^ A^ 

arccotäng (a^i-A) = y — sin^y • -^ — hsin^ysin 2y • -^ — sin'ysin3y • -0-+- 
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10) Es bezeichne y = f{x) denjenigen Bogen, dessen trigonometrische 
Tangente den natürlichen Logarithmus x besitzt; man entwickle f{x-\'h) 
nach Potenzen von h. 

Die Gleichung x as {tangy liefert ohne Schwierigkeit die successi- 

ven nach x genommenen Ableitungen von y. Es wird 

h A^ h} 

f{x-\^h) = y-J-sin2y ••:r-+8in2ycos2y • r-^+sin2^cos4i/. ^ 4- 

+ sin2y(cos6y — sin2y8jn4y) • j^H — • 

11) a' nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Mit Hülfe des Maclaurin'schen Lehrsatzes erhält man, wenn f(x) s= a-^ 
gesetzt wird, wornach f\0) = ;«, /*"(0) = (/fl)^ . . . f^^'KO) = (/a)^ 

a «i-h^jca-i- g, + 3! ^ ^ (n — 1)! ^ n! ^ 
Die Reihe convergirt für jeden endlichen Werth von x. 
Zusatz 1. e« = 1 + _+_+_+... ^_^+_«*- 

«1 = i+^+l.+ i^ + ... = 2,718281828459... 

«-'== l_J-+l_^+... =0.367879441171... 
Zusatz 2. Setzt man e^ = jsr, so wird x » /jer, also 

1! 2! ^ 3! ^ 4! ^ 

12) sind; nach Potenzen von x zu entwickeln. 






X X"* ^ X"* X , 

sma? = -; ?n-i"^, — wt-^ 1 



1 3! • 5! 7! 

(— : oc < a; + '5o). 

sinP = sinO,0174533 = 0,0174533 — 0,0000009 = 0,0174524. 

13) cosa; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

. x'^ X* x^ , . a;" /,. TTV 

cosa; = 1- _+ _ _ gi+--+^ cos (^a;+»2 ) 

cosP« 1 — 0,0001523 = 0,9998477. 

Anmerkung. Setzt man in den Beispielen 6) und 7) die Reihen 
bis in's Unendliche fort und fasst die Glieder zusammen, welche mit cosa;, 
beziehungsweise mit sina; multiplicirt sind, so erhält man die bekannten 
Formeln 
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sin (x + h) «= sin a; cos h + cos x sin h, 
' co8(iC + A) a= cosajcosA — sinxsinA. 

14) hin (-ß- + ^) nach Potenzen von x zu entwickeln. 

logsin (30»+ 10") — logsinSO» = 0,43429448(1,7320508 . 0,00004848) = 

= 0,0000365. 
Man vergleiche die betreffende Differenz in den Logarithmen lateln. 

15) arcsino; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Nach Aulgabe 4, §. 7 ist /•(2«+i)(0) = l.S^.ö*.. . (2m— 1)*, 

/•(2»)(0) = 0; folghch 

3! 5! 7! 

1 x^ 1.3 a?5 1.3.5 a;7 

^2 3^2.4 5 ^2.4.6 7 ^ 

(— l<a;< + l). 

Zusatz. Setzt man aresin a< = e, so ist 

l sin'i? 1.3 sin*Ä 1.3.5 sin^ 

6 ~ 2 + 2 3.2«^2.4 5.2*^2.4.6 7.2^ ^ " U,Didoyy. 

16) arccoso; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Auf analoge Weise, wie in der vorigen Aufgabe, oder auch durch 

die Substitution von arccosa; = -^ — aresin rr in das soeben erhaltene 

Resultat folgt 

7t X 1 x^ 1.3 x^ 
arccoso; - -^ -y- 2- 3— 2;^ ^ — . • 

(— !<»<+!). 
Znsatz. Setzt man arccoso; ss g, so ist 

71 COSS 1 C08*;S 1.3 COS*« 



2 1 2 3 2.4 5 

17) arctangJE zu entwickeln. 

Da nach Auig. 3, §. 7 

/X2»+0(0) = (-l)''.1.2.3...(2n), 

/•(2'0(0) = 0, 
SO erhält man 
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X X* . x^ x^ 



arctanga; = -j — -0- +-r -^-K 

(—!<»< + 1). 
Um das Lagrange'sche Restglied zu erhalten, erinnere man sieb, 
dass (Aufg. 44, %. 6) 

^:^^5?^ = (-i)-t(„_i)j3i„«y,i„„y, 

wo 9> « -^ — arctanga?, also sin"qp = ;j- • Daher lautet 

(1 + x^y 

das Restglied 

— ^^ ' ;p sin n I -^ — arctang da? j , 

n(l+d»rrV 
und man erkennt leicht, dass obige Reihe convergirt und ihre Summe 

mit arctango; übereinstimmt für jedes a;, das, absolut genommen, kleiner 

als 1 ist. 

Ist arctang a; SS ;s?, so wird 

tang;2f tang^i? , tang^iSf /r k •. > u d u \ 

z = — Y ä "* ^ (Leibnitz'sche Reihe). 

Zus. Für tang^ss 1 ist ;e?= -j-, also 

\l.3^5.7^9.11 ^ ) 

Zur Berechnung von n eignen sich diese Reihen aber nicht*); 
bessere Formeln erhält man durch: 

-j- = arctang i 4- arctang \ oder 

•j- = arctang ^ + arctang { + arctang 4. **) 



*) Nach Euler müsste man nicht weniger als 10*** Glieder berech- 
nen, um n auf 100 Stellen genau zu erhalten. 

**) Durch diese letztere Formel ist die Zahl n durch Dahse in Zeit 
von 2 Monaten auf 200 Decimalstellen berechnet worden. 
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18) tangä; nach Potenzen von x zu entwjrkeln. 
Es sei tanga; = (f(x), alsdann ist: 

qi'(x) = sec% = 1 + tang*a? = 1 + ivix)]^ ; 

W(^) = 9'(»)9''(a'); 
^(p"Xx) = y'(«)9''(«) + V(x) tp"{x) ; 
49.'>'(a!) = tp"{x)<p'(x)+2(p\x)9"{x) + (f>{x)(p"Xm); 
Jy(»+2)(a;) = 9)W(a;) 9\x)-{^i(p(-'^-^\x)(p''(x)-^^(p^''-Hx)<p'''{x)-\--"- 

+ n3q()"'(aj) y^"-^^«) + »'2y"(aj) V^'-^x) 

Nun ist 

y(0) = y"(0) = 9)'*'(0) = <p^\Q) = .... = y(«P)(0) = 0; also: 

<p'{0) = 1 ; ^'"(0) = 2; y''(0) = 16 = 2*; 9)''"(0) = 2« . 17; 
ip'\Qi) = 2*.31 ; 9^K0) = 2« . 691 ; «?)^'"(0) = 2« .5461. 

Es ist also: 

^2 ,^2« , ,2«. 17 , , 2«. 31 , , 
tanga; = «4- wyX^+:^x^+ -, x^ + „, a;» + 

.2». 691 ,,. 2". 5461 ,, . 
Allgemein ist 

worin die Coefficienten B die sogenannten BernouIliWicn Zahlen 
sind, und zwar ist 

»13 = i »15 = VfV etc. 

Diese Zahlen befolgen kein einfaches BiJdungsgesetz. Durch andere 
Betrachtungen kann man nachweisen, dass die Reihe für tango? nur 

7t 

dann convergent ist, wenn der absolute Betrag von x kleiner ist als-^* 

Beispiel. tanglS« = tang^V^r =0,314159265 + 0,010335426+ 
+ 0,000408026 + 0,000016300 + 0,000000652 + 0,000000026 + 
+ 0,000000001 = 0,324919696. 
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19) seco? nach Potehzen von x zu entwickeln. 
Es sei seco? rszf[x), 

m 

f\x) =: fix) .. lang X = f{x) <p (x) ; 

f('+i)(x) = f «)(a;) <p(x) + n,/-(»-»)(a;) y'(aj) + n/(— ä)(a!) ?)" (x) + 
+ n3/-(»-»)(a;) y"'(a!) + n«/^«-*)(a;)y"'(a;) + • • • • 
Nun ist nach Aufg. 18 ^(0) = 9>"{0) = if>'\0) . . . . = 0, daher 

/•("+«(0) == »{/(»-»XO) ^'(0) + n/f"-»XO)y"'(0) + «sf "-*'(0) 9'''(0) + 

+ n/(''-^)(0) y »""(O) + . . . 
/" (0) = f" (0) -= f^'(0) = /-Cp+DCO) = 0. 

m = 1; r(0) = 1; f'\0) »5; /""(O) - 61; /'""'(O) = 1385; 
/•-^(O) = 50521 ; /"'"(O) = 2702765. 

. 2702765 ,, 
+ ^2!-^" + 



Die Bedingungen der Convergenz dieser Reihe sind dieselben, wie 
bei tango;. 

Beispiel. secl8« = 1 +0,049348017 + 0,002029356 + 
+ 0,000081451 + 0,000003529 + 0,000000130 + 0,000000005 « 

« 1,051462218. 
20) cotango; nach Potenzen von x zu entwickeln. 

Man entwickle zunächst a;cotanga; nach Aufg. 6; §.7, wodurch 

man erhält 

. x^ x^ 2a?« x^ 2x^^ 

^^"^"^^ = ^-¥-45-945-4725^-935-55— • 

Darnach wird 

J^_ «__ x^_ 2x1 *!_ _ A^l^ _ 

cotanga?= ^ 3 45 945 4725 93555 

Allgemein ist 
cotanga; = -1- B^2^^-B,2* |^- »52« ^ 

Ueber die Convergenz dieser Reihe, welche sich von x ss — jt bis 
a; 5=r+7r, die Grenzen exclusive, erstreckt, gilt eine ähnliche Bemer- 
kung, wie bei tangx. 
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Anmerkung. Aus der Reihe für cotanga; lässt sich diejenige für 
tanga! leicht ableiten mittelst der Beziehung 2cotang2a;= cotang;r — tanga;. 

21) Itangl-j- +x\ nach Potenzen von x zu entwickeln. 

itangl^+aj| = 

I. »»...^i 2» ,^5.2* 5^61.2^ -1385.2» ,, 

loglang (45»+ 10") — logtang45» = 0,43429448 . 2 . 0,00004848 = 

= 0,0000421. 
Man vergleiche die betreffende Stelle in den Logarithmentafeln. 

22») e""* zu entwickeln. 

Unter Berücksichtigung der in Aufg. 2, §. 7 erhaltenen Werthe folgt : 

^inx 1 . « . «* 34 8 . 3 6 . 56 , . 217 . . 

•^'" - 1 + F+2!- 4!* -5!"' -6!^' + 7! ^' + -8T^ + 

+ 64 9_2951 213M1 3.11.1 81 

^9!* 10! "" 11! "" 12! ^ •• 

22b) e*"«* zu entwickeln. 

Es sei e*"«* == ^(a^). tangaj = y(a;), mithin 

P'ix) = F[x)9\x). , 

Differentiirt man diese Gleichung piml nach einander nach dem 
Leibnitz'schen Satze und berücksichtigt die aus Aufg. 18 bekannten 
Werthe der Ableitungen von g>{x), so erhält man leicht eine Recursions- 
formel für /^»+*)(0). Es wird 

^959 .6097 s_i_ 41641. 

23) Aufgabe. Es sollen Formeln für sinn^ und cosn;s; aufgefun- 
den werden. 

Setzt man 9(0;) = sin (n aresin o;) = sin n;s; und bildet nach Aufg. 7, 
§.7 die successiven Ableitungen vou<p{x) für den speciellen Werth xssO, 
so liefert der Maclaurin'sche Lehrsatz 

Sinnes « -Y^ ^—^^ sm3;g?+ — ^^ ^ »m^z 
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Durch Dilferentialion erhält man 
cos rtz =s coszy 1 — — ^y, -- sm^^s 4- -^^ ^^j sm^z — • • • I • 

Diese beiden Reihen brechen ab, wenn n eine ungrade Zahl ist. 
Z.B. sin3;8f =3 Ssinjg; — 4sin%, 

&\\\bz = ösinjg? — 20sin^;2?+16sin^^, 

sin7;8f Ä 7sin^ — 568in*;ef + 112sin^^ — 64sin'';sf; 

cos ^z = cos ;8? (1 — 4 srn^z) , 

cos bz = cos z{l — l2 sin^js? + 16 sin*;8?) , 

cos 7-8? == cos z(l — 24t sin'jgi + 80 sin*;8? — 64 sin*;8?). 

Nimmt man f{x) = cos (n aresin rc) (Autg. 8, §. 7), so tfndet man 
ganz in derselben Weise wie oben 

cos W£f = 1 — ^77 8in*;g? H ^—r, ~ sm*z » 

2 ! 4 ! 

/ . n(n2 — 2*) . , ^ \ 
sin nz= cosz Insmz ^~öi ^^^^ -f-.. .1. 

Ist n eine grade Zahl, so brechen beide Reihen ab. 
Beispiel: cos2;s?ä= 1 — 2sinV, 

cos4jgf = 1 - 8sin*;gf-f-8sin*;8i, 
cos 6^ = 1 — 18 sin^;8i + 48 sin^^s; — 32 sin*^;8i; 
sin2;8; s cos;ei.2sin^, ' 

sin4;8i = cüsj2?(4sin;S — 8sin*-s), 
sin6j2? Ä cob j2f(6sin;S — 32sin';8;4-32sin*j8;). 
Setzt man f(x) = cos (narccosa?) (Aufg. 9, §.7), so ist lur ein 
ungrades n: 



cosn;s? 

n— 1 



= ( — 1) 2 IWCOS^ ^ — ^-j ^C0S^;2?H ^ -COS^Z •!< 



Hieraus 

sin nz = 

n— 1 



(- 1) 2 sin;^(l - *^— cos*;? + (n* - 1'%*^-3^) ^^^4^ \ 

Für ein grades n ist 



cos nz SS 



=<-l)^^l- -^j — H — ^^ji ^cos*j8? gP 'cos^z-h-jy 
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^ sin nz = 

Es ist also: 
cosSjßf = — 3cos;8? + 4cos'j8i, 

cos ÖjS ss= 5 cos ^ — 20 CüS^;8l + 16 COS^iS , 

cos 7^ as= — '7cos;8f+56cos*jS? — 112cos*j8i4-61cos'';8^; 

sinSjS 3= — sin^4-4sinjSfcos^;8i, 

sin 5z = sin;8f — 12sin^cos-jSf 4- 16sin;8icos*;8f, 

sin7j8; = — sin;& + 248in;2?cos^;Sf — 80sinj8;cos*;5 + 64sin^co8*;8?; 

cos2j8; ä — l+2cos-je?, 

cos 4jS? s 1 — 8 cos^jSf 4- 8 co&^z ; 

sin2;e? s 2 sinjs;cos;gr, 

m 

sm4z = — 4 sin jgf cos ;8f + 8 sin j8? cos^je?. 

24) (x + k)^(y 4- ky == f (a? + ä, y-hk) soll nach Potenzen von ä 
und Ar entwickeil werden. 

{x + A)"'(y + ky = a?'"y" + maf^—^y^h 4- na;™y"-^Är 

4- W2a;*""~2y"Ä* 4- mnx^''hj^~^hk 4- Wja;"'^""-^:^ 

4- W3a;'"-^y"Ä^ 4- nm^x'^^-^y^^^hH 

4- rnnjic"*" ^2/"""^*^* + n^x^y^-^k^ -!-•.• 

25) (a5 4-Ä)i(y4-fc) = y(aj4-A, y4-/f) nach Potenzen von h und 
Ar zu entwickeln. 

Äuri. (aJ4-A)/(y4-*)= j??y4-[/yA4- — ^]4-^[2— Ait— 4^^] 

y ^' y y 

1 3' 4^ir 14' 5» 

1 fc 

^xly-\ — \jflyh-\-xk']-\ — fÜyA— ^xir] 

-^[4yÄ-i^Är]4-^[iyA-^a;Ä:]-^[|yA-4a:fc] + 

«s= 00 

1 Ä-p r 1 1 1 
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26) sm{x-\-y) nach Potenzen von x und y zu entwickein. 

Sowohl die Substitution von x + y an Stelle von x in der Reihe 
Air sin x, als auch die Anwendung des Maclaurin'schen Lehrsatzes für 
Functionen zweier Veränderlichen liefert 

sinix+y) = — ^_ v_-3^>L+^--^V 

4- 10a?V+5^y*+y*) + 



• • • 



27) sino^.sinj^ nach Potenzen von x und y zu entwickeln. 

sin a; . sin ^ = ^ 2xy — r^ I4x^y + 4xy^2 + "^f [5x^y-i-20x^y^-{-6xy^] — 

— -^^ [Sx'^y + b&xY + 56x3y5 ^ ga?^^^ H 

pesoo r = y) — 1 

p = l ^'^P>^- r = 

Es ist also, wenn y = x gesetzt wird, 

♦ 

Diese letztere Reihe lässt sich auch aus der Formel sin^rc =s 
i(l — cos 2a?) und der Reihe für cos2a; ableiten. 

28) cos 07 cos 2( nach Potenzen von x und y zu entwickeln, 
cos 07 cos 2( = 

=l-ij^(x»+y') + l-(a,4+6ajV+y*)-^(a!«+15a;V+15a;»3^«+y«)+ 

+ ^ (a5*+28a;V+ 70j;V+ 28a!y +y») 

29) arctang r soll nach Potenzen von h und k entwickelt werden. 

x+h X 1 f y , ^fl, 

arctang— j^ = arctaDg-+^ \^, Ä _ __, fc j + 

. 1 \^^y^ At + SC^'-y^) kk+ — ^ H + . • . 



If 



%n 
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30) Es sollen folgende Gleichungen mit besonderer Berücksichtigung 
derjenigen Methoden, welche sich auf den Taylor'scben und Maclaurin'- 
sehen Lehrsatz stutzen, näherungsweise gelöst werden: 
a) a;»-|-2ic2 4.3a;+4=:0; (J) tangrp + a? =0; 

ä: = — 1,6506292. x^ = 116« 14' 21^ 

/?) a?*— 2rc^ + 4ir — 8=0; x^ =.28P 30' 16' 

rc« 1,6117663. rr, «= 457« 8' 38", 

y) lOloga? = a;; etc. 

a;=: 1,1371288. 

Anleitung. Es sei y^f{x)^0 die zu lösende Gleichung. 
Bezeichnet x^ einen durch Versuch gefundenen Näherungswerth der 
Wurzel und x^-^-h den wahren Werth derselben, so ist nach dem 
Taylor'scben Satze 

Kommt nun a?o dem wahren Werth der Wurzel so nahe, dass A* 
und die höheren Potenzen von h vernachlässigt werden dürfen, so hat 
man zur Berechnung der Correction h die Gleichung 

= /'(^o)+r(^o)Ä, 

woraus h = — ',. \ • 

XQ + h ist dann ein neuer Näherungswerth. 

Diese Methode, welche von Newton herrührt, kann geometrisch 
so interpretirt werden, dass man die Curve y = f{x) durch ihre Tan- 
gente ersetzt und den Schnittpunkt der Tangente mit der x-Xxe auf- 
sucht, während der sogenannten Regula falsi 

Xi — X2 

oder X = ?l+3__?iZZ^.yiJ^, 

2 yi—yi 2 

wo Xi und 072 Näherungswerthe , yi und y^ die zugehörigen Resultate 
bezeichnen, die Annahme zu Grunde liegt, dass der zwischen zwei 
Punkten der Gurve liegende Gurvenbog^n durch die Sehne ersetzt und 
der Schnittpunkt der Sehne mit der x- Axe aufgesucht wird. 
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Eine angemessene Verbindung der Newton'schen Methode mit der 
Hegula faisi liefert zu gleicher Zeit zwei Grenzen, zwischen wdchen die 
Wurzel enthalten sein muss. Hierbei hat man die Newton'sche Formel 
für denjenigen Näherungswerth anzuwenden, für welchen f{x) und f\x) 
dasselbe Zeichen besitzen. 

£in weiteres Mittel zur Auflösung der Gleichung f{x) = liefert 
der Maciaurin'sche Lehrsatz, mit dessen Qülfe die Inversion der Function 
f{x) erreicht werden kann. 

Bezeichnet nämlich x^^y^ ein Werthepaar, welches der Gleichung 
y s f(x) genagt, so gibt die Maclaurin*sche Reihe die Entwicklung 

-r-P > \-r^) i'" ihre Werthe, nämlich 

i ''^^ _ 1 i^^\ _ _ /"'fa) 
\dyh~ f'(x,y \dy^ h' [/(a;„)P' 

'^\_ nxo)nxo)-3{f'(x,)Y . 

SO erhält man, Xq als Näherungswerth vorausgesetzt, für den neuen 
Näherungswerth x die Gleichung 

. f'Mf'M - 3 {f'X^W l/(«o)]» 

[/'(a^o)]» 6 

Vorausgesetzt wird bei allen diesen Näherungsmethoden, dass in 

dem betrachteten Intervalle f\x) weder sein Zeichen wechselt, noch 

gleich Null wird. 
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Capitel VI. 

Anwendung der Differentialreehnnng auf die Bestimmung des 

wahren Werthes einer Function, die für einen speeiellen 

Wertli der Yeränderliclien in unbestimmter Form 

fersclieint. 

§.18. Allgemeine Sätze und Regeln. 

1) Bezeichnen f{x) und q){x) zwei Functionen von a?, welche 
nebst ihren n ersten Ableitungen in demselben Intervalle endlich, stetig 
und eindeutig sind und welche nebst ihren (n — 1) ersten Ableitungen 
für den speeiellen Werth x = a verschwinden , während ip^^\a) von 
Null verschieden vorausgesetzt wird, so gilt tur jeden innerhalb des 

Intervalles liegenden Werth von x der Satz 

f{x) ^ /-WCa + ^Ca?— g)] 

y \x) . (p^%a + 5- (a? — a)]' ' 
wo 9- einen nicht näher bekannten, positiven, ächten Bruch bedeutet. 

In dieser Gleichung erscheint der Ausdruck auf der linken Seite 

für X sss a unter der unbestimmten Form ^ und verliert daher seine 

bestimmte Bedeutung. Aus der obigen Gleichung folgt aber, dass für 

lim o; SS a lim 'A^='--y^ ist. Diesen Werth nennt man den 

(fix) (p^'^Ha) 

wahren Werth des Quotienten — V V för x^sa. 

(p{x) 

f(x) 
Der wahre Werlh des Quotienten - \ ^ , welcher für a? = a unter 

der unbestimmten Form g erscheint, ist demnach gleich dem Werthe von 

' /„). v i wenn die nten Ableitungen von f{x) und (p{x) die ersten sind, 

welche nicht zugleich verschwinden. 

Dieser Satz gilt in dieser Form nur dann, wenn f^^\a) und ^^^\a) 
bestimmte Werthe haben; verlieren f^^\a) und y^*)(a) für a?= a ifcre 
Bedeutung oder werden beide unendlich gross, während die übrigen 
Yoraussetzungen bestehen bleiben, so tritt an die Stelle des vorigen 

S h n c k e's Aafgabensammliing. 1. 6 
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Satzes der folgende: Der wahre Werth von ~-^M- tör Iima?= a, d.h. 

f(x) 
lim -7-^ für \mx *= a, stimmt überein mit dem Grenzwerthe des Quo- 
ip{x) 

tienten ^Ij^jj^. für Hmaj'asa, vorausgesetzt, dass ein solcher Grenz- 
werth existirt. 

2) Der Fall, wo die Function —^(- für a; = a die unbestimmte 

00 
Form — annimmt, wird auf den vorhergehenden zurückgeführt, wenn 



man schreibt ^-7-4- = ; ^ • 

(p{x) 1 

f(x) 
Auch für diesen Fall gilt ein dem im letzten Alinea von 1) aus- 

f(x) fix) 

gesprochenen ganz analoger Satz: lim ' \ { stimmt überein mit lim -^^7-r 

(fix) (p(x) 

fix) 
für limo; sc a, vorausgesetzt, dass ein solcher Grenzwerth lim - ,, i für 

SP W 
limo? =s a existirt. 

Zusatz. Derselbe Satz gilt für a« oc. 

3) Wenn f{x),(p{x) s=0.oo wird für x^sa, so setze man 

f(x),^(x) OS '^- s= -y -, wodurch man einen der beiden vorher- 

q>(x) f{x) 
gehenden Fälle erhält. 

4) Die unbestimmte Form 00 — c», unter welcher die Differenz 
f{x) — ip{x) für x = a erscheinen kann, wird auf die Form ^ zurück- 
geführt, indem man ^^ «= /i(a?) und —— ss= g>i(x) setzt , wodurch 
man erhält 

f(x^-w(x) ^- — « yi^^) - /'i(^) 

5) Nimmt die Function [/(a?)]^^^) für x^sa eine der unbestimmten 
Formen 0^ 00^ oder 1°? an, so erscheint beim Uebergang zur £xpo- 
neitialfunction, wornach |/(a?)]V<^) «= c*^^^)-''^^^), der Exponent (p{x)lf{x) 
unter einer der vorhergehenden unbestimmten Formen und kann dem- 
gemäss behandelt werden. 
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Wenn das allgemeine Verfahren mehrfache Differentiationen zur Be- 

fix) 
Stimmung des wahren Werthes von ' v \ für x^*^ a erfordert, so ist 

(f{x) 

es in vielen Fällen zweckmässig , Zähler und Nenner nach steigenden 
Potenzen von {x — d) zu entwickeln. Da nach der Voraussetzung einige 
der Functionen /*(a), f{a) , . . . und 9>(a), Sp'(^) » • • • verschwinden wer- 
den, so wird sich eine gewisse Potenz von {x — a) als gemeinschaftlicher. 
Factor im Zähler und Nenner fortheben lassen; der übrig bleibende 
Bruch gibt für a? =&= a den gesuchten wahren Werth. 

Falls eine Entwicklung des Zählers und Nenners eines Ausdrucks 

\ { , welcher f ür o; = a unter der unbestimmten Form ^ erscheint, 

€p{X) " 

nach Potenzen von {x*^a) mit nur ganzen Exponenten nicht möglich 
ist und in Folge dessen das allgemeine Verfahren nur mühsam oder auf 
Umwegen zum Ziele führt, kann der wahre Werth dieses Quotienten 
auf folgende Weise bestimmt werden: Man setze (a+A) für x in die 
Functionen f{x) und q){x) und entwickle sie nach steigenden Potenzen 
von h. Nach Hebung einer gewissen Potenz von A, welche hierbei im 

Zähler und Nenner von '\ l als gemeinsamer Factor auftritt, ergibt 

sich der wahre Werth des Quotienten ' ; l für a; cb a, indem man in 

dem übrig bleibenden Bruche A = setzt. 

Die Bestimmung des wahren Werthes einer für x ^ss a unter 
unbestimmter Form erscheinenden Function kann häufig dadurch ver- 
einfacht werden, dass man die gegebene Function durch Division von 
solchen Factoren befreit , welche für x^s a weder gleich Null , noch 
unendlich gross werden. Das Product aus dem wahren Werlhe des 
übrig bleibenden Theiles in den bestimmten Werth der vernachlässigten 
Factoren liefert dann den wahren yi^erth der gegebenen Function. 

$.19. Beispiele. 

Bei denjenigen Aufgaben, welche mit einem * bezeichnet sind, 
reicht eine einmahge Differentiation nicht hin. 

1) w. « — z -; für X ^ ay wird ti = $ a= — a*"~^. 
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^) « = x»—2x^2x-V 'ör ^ = 1. «ird « = ^ = 3. 

<-„x X^—8x-+nx — 10 ,. c • 1 na 



/^ 



z' 



/ 



*— 5a?3— 2a?2 4-lla?— 5 

_ rg^ — 5a?^+4 ' nur a? = +2, wird w = § = |, 
^J «* - a;* — 3a?2— 4 ' I für a? 3= —2, wird w = g = |- 

_ 0?* + 3x^~7x^—27x—lS (lür a? = +3, wird m = J = 10, 
') ^ - a;4— Sa?'^— 7a?2+27a;— 18' jtür a; = — 3, wird« = {J = Vö- 

^^ o r. . ^r» (für a;= 1, wirdti = f; = 4' 
a;*+a;3— lla:2— 9a?!+18 I,. ly i ö i 

^^ a;* + 2a;3— 13a?2— 14a?+24 ' k- q -, ^ ^ 

(fura; = D, wird usl:^z=^, 

3 2_4 _4 Müra;«— 1, wird « = g = ^, 5 

|tura; = — 2, wird u=:§ = — 1. 

y 14) 1* = ; fura; = 0, Wird u=8=:^^^^. 

.„. yla + X — yl2a ... . , ^ 77 

15) u = . — ^ ^ .-^ ; tur a; = a, wird ti =1 § = ^|. 

yJa-{-2x — v3a 
/ 16) M = -'^T^^^-; iura; = a, wird n==^==:aVo. ^- .^^/T^r / 

Man dividire mit dem Nenner in den Zähler und setze im Quo- 
tienten a; s a. 

^ _v Jx — Ja-h\X — a ... . . 1 

17) n = ^^ ^-=1. ; für x = a, wird w = § = 7=- • 
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Setz! man x = a + h und entwickelt Zähler und Nenner nach 
steigenden Potenzen von A, so folgt 

Vo+ft— ya+yft _ V a ^ 

1 + ^^—- 1 

, woraus iür ä = 0, ti == -7='- 

Ä \ V2a 



/ 



/ 



/ 



/ 



1o^ *„ ^ x»-4aa;'+7a»x-2a»-2a»>/2aa;-a' . „,3; = «, wird 
^°'' a;2 _ 2ffa; — a» + 2a V2ax— a;* „ ^ ä = — Sa. 

19) M = ?^^^; für » = 0, wird tt = A=iy- 

20) « = iXl^ ' ^"^ "^ " ^' ''''** " =" ^ " '"^' 

21) « - ^-|^'"'- ^ = "' ^''••* « = » = ""• 

22) tt = ^ ; für a;= 0, wird u = ö = 2^- 

23) « = >/«'+°gj^->/gr""'+^': fürx=0, wird «=g=V«. 

4a-\'X — V<» — ^ 
Anstatt vom Zähler und vom Nenner die Ableitung zu bUden, kann 
man auch jede einzelne Quadratwurzel nach dem binomischen Satze 
entwickeln. 

24) u^'^^^^^^\iy!iv x==^a,yi\TAu^^^^2a42ä. 

Dividirt man mit dem Nenner in den Zähler, so gibt der Quotient 
für x^ a unmittelbar den gesuchten wahren Werth. 

25) ^» «(£Z:£)±A^S-, furo.««, wird !*«§== 0. 

Y{x~af-{'^^^x — a 
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Setzt man ylx — as=^, so folgt für ^gsO der gesuchte wahre 
Werth, 



» 42a^x — x^ — a \f a} 



X 



26) u = ^. ; iur xss a, wird n =s= ^ 3= y a. 



a — yl 



ax 



3 



rt-s (x—c)ylx — h'-\-ylx — C _ . , « ^ 

27) u = ;_ ^"^ -. — ^7 ; lur xs=c, wird t* = g = 1. 

28) *u «= n_a;)2 ;fura?«=l, wird « = §= _^_^. 

Durch Division ergibt sich: 

und für a? = 1 : 

u = 1+2+3+.... +n = ??^-^. 

29) tt = — «i-r — 7-,==-; für a; = a, wird m « ^ == 0. 

V a?' — a^ — va?* — «^ 

oO) n = ■ ., I I :, ; 

x y 8a*aj2 + 8aa;3 — ^20a«a;* + 12a%« 

für a? Ä a, wird u = S = "s- • 

" 9a 

o,^ äJ— ^32«^^;— 24a^ +^40a3a?a+24a*a7* — ^2aja— o« 
31) u = ^5 ., — ,, L = ; 

3a (9a? — 10a) + ^^SeäV+iöiö* ^2a;« — a^ 

tur a? «s a, wird u = ^ « -ry- • 

" 24a 

^2) *«« = i_^fa. 5 ^"^ a; « 1, wird m = § = — 2. 

Weil a; s 1, so können wir den Ifactor x absondern und , gelan- 
gen kürzer zum Resultate durch Differentiation von 

a?*-*— 1 

■ • 

1 — x-hlx 

Ebenso wird man finden, dass man vor der zweiten Differentiation 

X Ix I x~ 1 

af"^ absondern kann und nur — z zu betrachten hat. 

1—x 

Da e* = 1 für a? = 0, so kann man Zähler und Nenner durch 
e^ dividiren und die Differentiation ausführen an 
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^.^^ x^^+xf—2^ +2e^ .^ ^ ., ^ . 

34) *M « — — (jßi_i\z ' ^^^ a; = 0, wird w = § = f 

Wenn a? = 0, wird c* = 1 und u = r— — r\i 

(«^ — 1)* 

35) tt = -r-773 -v ; tür a; = 0, wird t« = § = — 1. 

^ 1 

e* = 1, für 0? = 0, also u = rr^ r • 

Z(l — a?) 

36) u aas — - — ; lür a; Ä 1, wird 11«=^ = /a — i. 

37) *M =s= , — ; für x = a, wird w « § = — 1. 

a — yl2ax — x'^ 

38) u = ^^^^P^; lur a? = 0, wird w = § = 2. 

sina? " 

39) u Ä — ^— ; für a; = 0, wird w = g = 00. 

40) *M - ?ZZ|^; für a; « 0, wird w = A = i. 

Der wahre Werth von u kann sowohl nach der allgemeinen Me- 
thode/ als auch dadurch erhalten werden, dass man f ür sin a; die betreffende 
Potenzreibe einsetzt. 

41) *M Ä : ; für a; = 0, wird m = 2 == 2. 

' a; — sma; " 

Die mehrfache Differentiation kann umgangen werden durch Ein- 
fuhrung der bezüglichen Reihen für e*, e""^ und sina?. 

Ac^\ 1 — sina?+cosa? _ i a 01 

42) u == — r-zq ; für x =« Att, wird « = ^ --- j. 

sin2a; — cosa? 

-rtv * sina? — a?cosa? .^ a • ^ n 4 

43) *ti = r-^ ; für a? = 0, wird u « ^ = t. 

2 sin a* 1 sin sc — — • 1 

44) f< = -.r-,-^ jr-^ ; für a? = \n, wird u = a « —3. 

^ 2sin*a?— 3sina?+l * ® 

sin a? ^~- cos x "^ 1 

45) « = -: ; r *, für a; = 0, wird u = $ = 1. 

' sina?+cosa? — I " 

46) u = r-^— ; für a; = 0, wird a = § *= A. 

' coso^.sin^a? " '^ 



9» 



u = — ^^ — ^^. ^ — —^ — r — ; für X = TT — a— /?, wird 



M = g == sinof. 



^'^^ ** "• sin(a + /?+a?) 

pX _ pSVX X 

48) *u = - — -. — ; iür o; = 0, wird m = ä == 1. 

49) *u «= ( ^""^ "^-^ ; für rp = 0, wird m = « = 4. 

50) u 3= — ^-~ { ^■^— ; ^ ;• f"r a; = 0, wird n = J= — ^i— 

^ arctg(a+a?) — arctg(a— a;) ** cos*a 

52) ^ ^ a-sin.^-6-sin6.; ^.^ ^^ ^.^^ ^^^^^. 
^ (jT^sin^iT — Ä^sin//a?' " ^ — A 

2 1 

53) u = -y— T ^ ; für a; = 1, wird u = c»— oo « — i- 

54) *w == ^ — -7-; für a; = 1, wird m = ^o — oo = ^. 

^ a; — 1 Ix 

55a) *t* = — ; — r ; für a; = 0, wird n = x) — oo = 0. 

sm a? a; 

55b) *M a= -r^^ 5^; für a? a=0, wird u =(»— oo = |. 

' sm^a? a;* 



55c) *i4 SS -^-- -; für a? = 0, wird m = oo — (X> ä oo. 

' 'Sin««» or»" 



1 1 

sin^a; or' 

55d) Man bestimm« den Krümmungsradius q = ^j- der 

durch die Gleichung y «= 15 ( -r^ j) dargestellten Curve für den 

Punkt flj = 0, y = 5. 

Es ist für diesen Punkt ^^ ^- 
In diesen vier Beispielen gelangt man am kürzesten zum Ziele, 
indem man für sina; die betreffende Reihe einsetzt und sin*a;, resp. 
sin^a? nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt. Darnach erhält man 

z.B. im Falle der Aufgabe 55^) folgende Rechnung: 

(x^ V* 

^—-K-.^ — ) 



/ a?^ V 
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Fasst man sämmtliche Glieder, in welchen x in der 6ten und in 
höheren Potenzen vorkomm.t, in dem Zeichen (o;^) zusammen, so kann man 



a?* 



+ (a?«) 



schreiben: n « — . , , ^^ = ? . > / , woraus für aj = folgt u sei. 

56) *M = -7 r^; für a; = 1, wird w ==00 — 00 = 4. 

la? a? — 1 

58) n *= aj.tga? — -^ seca?; für a; as —^ , wird w = 00 — 00 = — 1. 

59) *M == rrjz r 1 für a? = 0, wird t< = oo — oo == 4. 

^ i(lH-a?) a? '^ 

Durch Einführung der Reihe für li^-Vx) kann die mehrfache 

DifTerentiation vermieden werden. 

X 1 1 

^^*" "" "2^'^ a?(e^ — 1) '^ ^""^ ^'°^^' wirdii = — oo + (X)=f 

61) *w = — TTT — I n :füra? = 0, wirdw=. — oo+(X) = -r-' 

Dies ist die Summe der Reihe: i , ^ •^^ >l , a "^ Q ■_ a "^ » 

i~r"a/ 4"T~a? */ "f"««/ 

und für a? asO: "T2 + '«2 "*"'Qi"' 

7V 7t 7t 

62) u a= "i : für a? == 0, wird m = oo — oo a= — -• 

^ 4a? 2a?(e^^>l) 8' 

1 11 

fi ist die Summe der Reihe: ^2:^-^ SH-"^"*" ÖH^^"^""' 

für a:«0: 12+32+ 52+--- 

63) '^tt == r— = = — T— r; f. a? = a, wirdti=oo — 00«= — r-r-. 

' a — X 5a*— oa?*— 4aj* 14a 

Berücksichtigt man, dass 5a* — ax^ — 4a?* « (5a*-|-5aa?-f4a?*)(a — a?), 
so genügt eine einfache Differentiation. 
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64) *u « '-^^; für o? = 0, wird « = — = 0. 

65) w = — ; f ör a? = oo, wird ii = — = oo. 
. 66) I« = — ; für a? = cx), wird w = — ==0. 

/jj 1 QQ 

67) M Ä ; für a? =s= 0, wird t« = — = 1. 

' cotg a? oo 



(-f) 



68) *tt == ; für x = a, wird i«= — = 0. 

^ ftx ■ oo 

cotg 



a 



I(a; — l)+tang^a:y| ^ 

69) *M = ; für a: = 1, wird tt «= — = — 2. 

'^ cotga^TT oo 

70) u = (1 — a?) . 1(1— x); für a? = 1, wird « = . oo = 0. 

71) ti = 5 — tangl jr- 1 ; für a; = o, wird w = . oo = 

' a?*°\a2/ ' n 

72) M :^ (a — a?) . lang | — -5^ I; für x^s=:ay wird ti = . 00 = — 

\a ^ / n 

73) u = tang2a?.cotg(-j-+ a;l; für x = -j-, wird u = 00. 0= \. 

(7l\ \ 2 

a?-rT- 12 — ; für a; = 1, wird t» = 00. = — 
Z 1 X n 

a "^ 

75) 11 « 2*. tang ^ ; für x a=;oo, wird « a= 00 . « a. 

76) u ^ af^.lx ; für a? = wird, wenn n positiv ist, w == . oo «0. 
77a) u « a:*; für a? = 0, wird w = 0<> = 1. 

77b) w s= ar^ ; für a; = wird, wenn w> 0, ti « 0® « 1 und wenn 

m<0, M = 0°° »=0. 
- j^ 

78) M 3= a? * ; f ür a; ass 00, wird 1« as oo<> = 1, 

i_ 

79a) M « (1 + mxy ; für a? => 0, wird « « 1°^ «= e« 

79b) tt a= (l+wa;) * **; für a? = 0, wird u = 1°^ = e*". 



1 



80) u »= a?i-*; für a; = 1, wird u == 1°^ «= <?-^ 



91 



/ 1 Vsin« 

81) u = I— I ; für a? = 0, wird m = oo« = 1. 



nx 2 



00 ,_. ^?r 



82) M = (2 — ^y^ 8«; für « « o, wird u := 1 

83) *« - II — -^1 « ; für a; = a, wird u = 0« = 1. 

(1 Uango; ^ 

— I ; für a; = 0, wird m « oo^ = 1. 



00 2n» 



85) *« = (cosma:)"^"''»^ ; für o? = 0. wird m = 1«^ «= e 

r /^ Vlcotangj? 

86) u = h^^Bl"^ + aa?)J ; für a? « 0, wird u == 1 



00 j^g2a 



xoB ooy wird it « e ^' 



87) u = |cosy^^)';für 

88») tt « (^^)* ; för a? = 0, wird w « (§)°^'= 1^ « 1. 

1 
88b) u = (^^)**; för a? « 0, wird u == (§)«^ « 1°° « e* 

88c) u « (^^)^*; für a? = 0, wird I* = (§)^ = 1«> = öö. 

Am einfachsten gelangt man zu den in diesen drei Beispielen 
verlangten wahren Werthen auf folgende Weise : 

X -A "T" • • • M 

Esist^^B?^ ^ (l + ^-f-...) 

X X \ 3 / 

und daher z. B. im Falle der Aufgabe 88^) 

« - (l+^+--) , i« - -^—ii -'= -^5 KW- 

Folglich wird f ür a; =s 0, Tu «= j-, also u s e^. 

Die Bezeichnung (a;*), (a;*) betreffend, vergleiche man die Bemer- 
kung zu Aufgabe 55^). 
89) *ii = a;^(*+*); für a? = 0, wird ti = 0» = 1. 



90) t« == «"»+«'*; für a? =: 0, wird w = t)<^ = e ** . 



a , 

I 
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1 



91) *u =• [^^]* ; för x=: oo, wird u = /^|^ = 0« « 1. 

92) u s= ^ ^ ; für a? = 0, wird u = — 5-; 

denn differentiirt man Zähler und Nenner einmal, so folgt 

l(i^..,i-._(>±4'(i±5!.(,+,)i-.[i_öi^ü^j. 

Der wahre Werth des ersten Factors für o; = ist nach Auf- 
gabe 79b) gleich e. Setzt man nun für {(1 + ^) die Potenzreihe ein und 
bildet das Product (l-{'X)l(l-\-x) mit Vernachlässigung aller Potenzen 
vono;, deren Exponent grösser als 2 ist, so* ergibt sich leicht — | als 

Grenzwerth des zweiten Factors* für x ss 0, Demnach wird für a; = 0, 

e 
u = -^. 

93) /(a?,y) = y*— aV+2aV— a?*=:0. Welchen Werth hat ^ 

für 0? Ä 0, y = 0? 

Wenn man auf die gewöhnliche Weise verfährt (nach §. 10, 1), so 

erhält man -^ == -^-^ ^ • Dieser Ausdruck erscheint unter der 

unbestimmten Form §, weil für dieses Werthepaar a; »= 0, ytssO sowohl 

J- , als auch J- , also auch df den Werth Null hat. 

Ist überhaupt f{a, 6) = und iJ-\ == , iJ-i = 0, so erhält 

man -p durch Auflösung der Gleichung {d^f)a, 6 » 0, wenn nicht sämmt- 
liehe Coefficienten dieses Ausdrucks gleich Null sind. Wären für xstsa, 
y =^ b sämmtliche Coefßcienten von {d^)a 6 °^ ^> ^^ ^^^^^ ™an 

(«^Y)tf, 6 «= u. s. w. 

dii 
Im vorliegenden Falle bestimmt sich also -f- aus der quadratischen 

(130 

Gleichung 

= [4 (o^ — Sa;") dx^ + 2 (6^* — o») dy*\ „ = UHx^ —2aHy^ - 0, 

und zwar kann -r- die beiden Werthe ±\2 haben. 

ax . 
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Die geometrische Interpretation ist folgende: Die Gleichung fs^O 
stellt eine Curve vierten Grades dar, für welche der Coordinatenanfang 
ein Doppelpunkt ist. Die Tangenten in diesem Doppelpunkte sind gegeben 

durch die Beziehung — - = tanga = ±^2. 

In ähnlicher Weise verfahre man in den folgenden Beispielen. 

94) Wenn {y^-haxy :^x^{a^-^2ax—x^) ist, dann wird für a;=:0 

und y«0:g««:^±l. 

95) Wenn {y^—x^y = x^-'2axy^ ist, dann wird für a? = und 

^ dx '^,l2a 

96) Wenn y*— gSaV+lOOa^a;*— ic* = ist, dann wird für o? « ' 

97) Wenn (a;«+^»)» « a2(aj*— y'-) ist, dann wird für x^O und 

^ dx o-±A- 

98) Wenn y»(a— a?) = a;* ist, . dann wird für a? « und y^O: 

99) Wenn (a^^^H-y^)* = a^xy ist , dann wird für a? = und y = 0: 

100) Wenn y*+(a* + a?*)y* = a^a;* ist, dann wird für a; =; und 

»-^- ^^-0 -±A- 

101) Wenn (x — y)(x^ + y^) ^ a(X'hy)^ ist, dann wird für a? = 

nniy^O: ^--J^ 1. 

102) Wenn (y'+a?'*)»— 6aa!y* = aa;*(2aj— a) is», dann wird (ür 

a? = OundvasO: -^ = a = oo. 
^ rfa? " 
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Anwendnng der DifPerentialreelmniig auf die Bestimmnng 
der Maxima und Minima der Fnneüonen. 

> 

§.20. Allgemeine Sätze und Regeln. 

A. Absolute Maxima und Minima. 

a) Explicite Functionen eines Argumentes. Versteht man 
unter f{x) eine Function , welche nebst ihrer ersten Ableitung in dem 
Intervalle von x^ bis X2 endlich, stetig und eindeutig ist, so gelten, den 
Gang dieser Function betreffend, folgende Sätze: 

1) In der Nähe eines jeden Werthes Xq innerhalb des betrachteten 
Intervalles, für welchen /"(^o) % ^ ist, gibt es sowohl solche Werthe des 
Argumentes, für welche die Function f{x) grössere, als auch solche, tör 
welche sie kleinere Werthe annimmt, als für Xq. 

2) Wenn die Function f{x) an beiden Grenzen des Intervalles 
x^ X2 denselben Werth besitzt, so gibt es innerhalb dieses Intervalles 
wenigstens einen Werlh von a?, für welchen die erste Ableitung f(x) 
verschwindet. 

3) Wenn die erste Ableitung der Function fix) innerhalb des 
betrachteten Intervalles ihr Zeichen nicht wechselt, so ist der Werth der 
Function an der oberen Grenze des Intervalles grösser oder kleiner als 
an der unteren, je nachdem f(x\ allgemein zu reden, in dem Intervalle 
positiv oder negativ ist, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass fXx) für 
einzelne Werthe gleich Null werden kann. 

4) Wenn die erste Ableitung der Function f{x) für irgend einen 
innerhalb des Intervalles x^ x^ liegenden Argumentswerth verschwindet 
und ihr Zeichen wechselt, so erreicht die Function für. diesen Werth 
von X ein Maximum oder ein Minimum, je nachdem f{po) mit wachsen- 
dem Argument von positiven zu negativen oder von negativen zu positi- 
ven Werthen übergeht. Verschwindet die erste Ableitung dagegen, ohne 
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ihr Zeichen zu wechseln, so tritt für die Function f{x) weder ein 
Maximum, noch ein Minimum ein. 

Macht man noch die Voraussetzung, dass die Function f{x) Ablei- 
tungen aller Ordnungen besitze, welche in dem betrachteten Intervalle 
endlich, stetig und eindeutig sind, so erhält man zur Bestimmung derje- 
nigen Werthe von o?, für welche ein Maximum oder Minimum der Func- 
tion innerhalb des Intervalles eintreten kann, folgende Regel: Man setze 
f{x) = und suche alle in dem betrachteten Intervalle hegenden Wur- 
zeln dieser Gleichung auf. Hierauf berechne man für jeden dieser 
Werthe von x den zugehörigen Werth von f\x)i wenn dieser gleich 
Null ist , den Werth von f"\x) und wenn auch dieser gleich Null ist, 
den Werth von f^^(pc) u. s. f. Zur Entscheidung, ob ein Maximum oder 
Minimum oder keines von beiden eintritt, gilt dann der Satz: Ist die 
erste für o; s= a nicht verschwindende Ableitung von ungrader Ordnung, 
so tritt weder ein Maximum, noch ein Minimum ein; ist die erste für 
xss: a nicht verschwindende Ableitung von grader Ordnung und positiv, 
so entspricht diesem Werthe ein Minimum der Function ; ist dagegen die 
erste nicht verschwindende Ableitung von grader Ordnung und negativ, 
so entspricht diesem Werthe ein Maximum der Function. 

Anmerkung 1. Wenn die erste Ableitung f{x) einßruch^ etwa 

dy dz 

— , also /"'(a?) a= 5 ist, so richtet sich das Vorzeichen von 

f\x) nach demjenigen von — ~ • 

Z (IX 

Anmerkung 2. Ein Maximum oder Minimum einer Function 
kann aber auch auftreten für einen solchen speciellen Werth des Argu- 
mentes, welcher am Rande des betrachteten Intervalles liegt oder für 
welchen die früher gestellten Bedingungen, z.B. dass f{x) endlich und 
stetig sei, nicht erfüllt sind. Diese Fälle erfordern jedesmal eine beson- 
dere Untersuchung. 

b) Explrcite Functionen zweier Argumente. Es be- 
zeichne f{x^y) eine Function der beiden unabhängigen Veränderlichen 
X und y, welche nebst ihren Ableitungen in dem Gebiete, für welches 
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der Gang dieser Function untersucht werden soll, endlich, stetig und 
eindeutig ist. Wenn die Werthe x asa, y ^b den beiden Gleichungen 

ox oy 

Maximum oder Minimum der Function f{x, y), je nachdem die vollstän- 
dige Aenderung dieser Function in der Umgebung von x=^a^ y^=^h 

^ _ 



genügen, so entspricht diesem Werthepaar ein 



negativ oder positiv ausfällt. Setzt man der Kürze wegen ip = /| 
dy^'^' dx^ "'"* dxdy' 



/i2» 32^/21» ^^ liefert der Taylor'sche 



Lehrsatz für die erwähnte vollständige Aenderung, wenn man die fncre- 
mente der Variablen x und y mit h und Ar bezeichnet 
Arr+&, y + k)-f{x,y) «/i&+r2Ä:+i(AtA» + 2/;2M + /i2*r^) + Ä. 
Da nach der Voraussätzung für a; ss a, y :*= h die Grössen f^ und 
^2 verschwinden, so hängt das Vorzeichen der vollständigen Aenderung 
von f{xjy) bei hinreichend kleinen h und k nur von dem Vorzeichen 
der Summe der Glieder zweiter Ordnung ab. Nun ist aber 



/•«**+ 2/i,AÄr+^„fc» - /;, (a + ^|^*y 



/in fi 



22 



k^ 



ii 



und man erkennt leicht, dass das Vorzeichen der Summe dieser zwei 
Quadrate nur. dann von den speciellen Werthen h und k unabhängig ist, 

fiv /12 

fii^ 122 



filr das betrachtete Werthe- 



für diese Werthe zugleich fu <0 und 



/ij>0 und 



> 0, ein Minimum, wenn 



wenn die Functionaldeterminante 
paar einen positiven Werth hat. 

Die Function f{x,y) besitzt daher ein Maximum für die aus den 
Gleichungen /i = 0, /i = bestimmten Werthe a? = a , y ^ b, wenn 

/ii» /12 

Ai» /12 

/21» m 
Sollten die Glieder zweiter Ordnung f ur x as a , ^ ob ( ebenfalls 

verschwinden, so erfordert die Beantwortung der Frage nach dem Ver- 
balten der Function in der Umgebung dieses Werthepaares in jedem 
besonderen Falle weitergehende Untersuchungen. Wenn jedoch aus der 
Aufgabestellung ohne Weiteres ersichtlich ist, dass in dem betrachteten 



>0. 
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Gebiete nur ein Maximum oder nur' ein Minimum existiren kann, so 
werden diese meist mühsamen Untersuchungen entbehrlich. Eine analoge 
Bemerkung gilt auch für das Folgende. 

c) Explicite Functionen dreier Veränderlichen. Wenn 
für die Function f{x^ysz) der drei unabhängigen Veränderlichen x.y^z 
dieselben Voraussetzungen bestehen, wie für die Function f{x,y) des 
vorhergehenden Falles, so liefert die Auflösung des Systems der drei 

Gleichungen' -J- asO, J- =0, ^ = diejenigen Werthesysteme Von 

Xy y^ ^» welche der Function f(Xy y, z) ausgezeichnete Werthe erlheilen. 
Aus dem Vorzeichen, welches die Summe der Glieder zweiter Ordnung 
der vollständigen Aenderung von f{x,y^z) in der Umgebung einer so 
bestimmten Werthegfuppe x^y.z annimmt, kann im Allgemeinen ent- 
schieden werden, welcher Art der auftretende ausgezeichnete Werth der 
Function ist. Bei analoger Bezeichnung wie im vorhergehenden Falle 
lautet die vollständige Aenderung der Function unter der Voraussetzung, 
dass /i Ä 0, ^2 = 0, /*3 = sei : 
/"(a?4-Ä, y+fc, z-\'l) — f{x,y,z):=^ 

Setzt man zur Abkürzung die Functionaldeterminante 



und die Unterdeterminante 



/2i> m 



/21» m>/23 
/31» /32?/33 



= A 



5a 

so lassen sich die Glieder' 



^33 

zweiter Ordnung als Summe der drei Quadrate darstellen 

ÖA 

Diese Summe kann, wie leicht zu zeigen, nur dann für beliebige 
A, Ir, { ein bestimmtes Zeichen haben, wenn den Coefflcienten der drei 
Quadrate dasselbe Zeichen zukommt. Die Function f{x,y,0) besitzt 
demnach für eine aus den Gleichungen /*| =0, fz =0> fs^O bestimmte 
Werthegruppe x, y, ein Minimum , wenn die Functionaldeterminante 

Sohncke's Aafgabensammlung. l. 7 
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dA 
A>0, die Unterdeterminante j^^ > und ihr Anfangsglied /it>0, 

ein Maximum, wenn A<0, ;^> >0 und fn <0. 

^733 

d) Implicite Functionen. Wenn eine iipplicite Function 

u von X durch die Gleichung f{u, x) =^0 gegeben ist, so muss für den 

dfju, x) 

dtt dx 
Fall eines. Maximums oder Minimums -r- ="-"07:7 r-=Osein. Dieser 

dx of{uy X) 

du. 

Bedingung wird im Allgemeinen genügt, wenn -^' — - = ist/ Elimi- 

nirt man aus dieser und der Gleichung f(UyX)asO die Grösse u, so 
erhält man eine Gleichung zur Bestimmung derjenigen Werthe von a?, 
die zu einem Maximum oder Minimum von u gehören. Es tritt ein 

Maximum oder ein Minimum ein, Je nachdem ^-^ mit ^gleiches Zeichen 
hat oder nicht. 

B. Relative Maxima und Minima.^ 

Sei f{x^y, z^t, ., ,) eine Function der (m + w) Veränderlichen 
a?, y, 5f> f,. .., zwischen denen noch die m{m<.n) Gleichungen 

yiC^z^) y, ;?, f, . . .) = 0, <p^{x, y, ^, f, . . .) = 0, ipfn{x, y, jgf, r, . . .) = 

bestehen mögen. Mit Hülfe dieser m Bedingungsgleichungen lässt sich 
die Function f im Allgemeinen auf eine Function F von n unabhängigen 
Veränderlichen zurückfuhren, für welche man nach den vorhergehenden 
Regeln die absoluten Maxima und Minima bestimmen kann. Die n Glei- 
chungen> die man hierbei erhält, indem man die nach den n unabhängigen 
Veränderlichen genommenen partiellen Ableitungen von F gleich Null setzt, 
liefern in Verbindung mit den m Bedingungsgleichungen 9>| »s 0, ^2 == 0,.... 
^m = ein System von {m+n) Gleichungen, dessen Auflösung die 
Werthegruppen von x, y.z.t^. ,. ergibt, welche die Function f zu einem 
relativen Maximum oder Minimum machen. 

Dieses Verfahren führt jedoch meist auf wenig übersichtliche Re- 
sultate und ist in allen den Fällen unanwendbar, wo die angedeutete 
Elimination prakliäcli unmöglich ist. 
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Einfacher gelangt man zum Ziele, wenn man statt der Veränder- 
lichen selbst ihre Differentiale eiimiuirt. In dem System von (m + 1) 
Gleichungen, das man erhält, wenn man die Differentiale der (m + I) 
Functionen /*, y^i, (p^y " 9m^ genommen in Bezug auf alle darin vor- 
kommenden Veränderlichen gleich Null setzt, treten nämlich die Differen- 
tiale dXy dy,... linear auf, und man kann daher im Allgemeinen m dieser 
Differentiale eliminiren. Hierdurch erbält man eine Gleichung, in welche . 
nur n der Differentiale eingehen, die nun als von einander unabhängig 
zu betrachten sind. Setzt man die Coefficienten dieser Differentiale 
einzeln gleich Null, so erhält man n Gleichungen, welche, zusammen- 
genommen mit den m Bedingungsgleichungen g>i =0, 9^2 ^ 0' •••• Vm^O 
im Allgemeinen die Bestimmung der Werthegruppen x^y^^, (>,.,. gestatten, 
für welche die Function f Maximal- oder Minimal werthe erreicht. 

In den meisten Fallen ist jedoch die Methode der sogenannten 
unbestimmten Hultiplicatoren dem soeben besprochenen Ver- 
fahren vorzuziehen. Diese Methode besieht darin, dass man nach Multi- 
plication einer jeden der Functionen q)^^ 4^2 ) ** • 9^«» mit einem unbe- 
stimmten, Constanten Factor X,fi,Vy..,n der Function f die Function 
F s= f(x, y , 0yt^.,.) — l^i — ^^2 — ^5^2 — ' • ' — ^9m substituirt, hierauf 
sämmtliche partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Function, ge- 
nommen in Bezug auf die als von einander unabhängig betrachteten 
Variablen x, y^z^t , . . gleich Null setzt und die m unbestimmten Multi- 
plicatoren l, fi, v^ . . . n so bestimmt, dass die m Gleichungen ^i = 0, 
^2 == 0, . . . . 9'm = erfüllt sind. Hiernach wird die Aufsuchung der 
relativen Maxima und Minima der Function f zurückgeführt auf die 
Bestimmung der absoluten Maxima und Minima der Function F, Die 
(w + n) Gleichungen 

* dx dx dx Sx dx ' 

dF df . d<Pi 0^2 ^^m n 

dy dy dy ^ oy dy 

etc. 
in Verbindung mit den m Bedingungsgleichungen (f^ =0, yj = ö>— 5Pm == 



100 

reichen im Allgemeinen hin zur Bestimmung der {2m + n) Grössen 
x.y^z^ty. .. X,fi,v,...n^ für welche die Function f Maximal- oder 
Minimalwerthe erlangt. 

In vielen Fällen wird es sich hierbei empfehlen, die Multiplicatoren 
so lange als möglich in der Rechnung beizubehalten, für dieselben beson- 
dere Gleichungen aufzustellen, welche sie allein enthalten und die Unbe- 
kannten Xt y,0it,... durch diese Multiplicatoren auszudrücken. Häufig 

dF 
fuhrt auch die Interpretation der Gleichungen p— = etc. zu übersicht- 
licheren Resultaten, als die wirkliche Ausrechnung aller Grössen Xytfy^yt,.,. 

* Anmerkung 1. Methoden zur Entscheidung, ob in einem gege- 
benen Falle ein relatives Maximum oder Minimum oder keines von beiden 
auftritt, findet man in der Abhandlung von Richelot: Bemerkungen 
zur Theorie der Maxima und Minima. Astronomische Nachrichten von 
Schumacher, Bd. 48, Seite 274—286. 

Anmerkung 2. Es bedarf wohl kaum der Erinnerung, dass bei 
denjenigen unter den folgenden Aufgaben, welche sich dazu eignen , die 
Anfertigung einer mehr oder weniger sorgfältigen Skizze sehr dazu bei- 
tragen wird , den Zusammenhang der in Betracht gezogenen Grössen 
besser zu übersehen. 

§.21. Beispiele. 

yX) u = ax — a?^; für x = {a, wird u = \a^ ein Maximum. 

2) M = 2a?+3\f(a — a;)*; inr x=oa — 1, wirdt« = 2a + l ein Max. 
y 3) u sss x{a — xY; für x = ^a, wird u = -^ ®*" ''^3^* 

„ o; = a , wird tt = ein Min. 

4) M ' « a?* — 8ax^ + 22a*a? — 24a^x + 12a* ; 

für a; s= a, wird u tsz 3a* ein Min., 

„ a? = 2a, „ u = 4a* „ Max., 

„ a? = 3a, „ t« aac 3a* „ Min. 

5) 14 = m-{-^yl{2ax — a?^)*; für a?==0, wirdM = m ein Min., 

„ x=:a, „ w==m-|-|a* V«^ „Max., 
„ a?ss2a, „ uxsm „ Min. 
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X* — X' + l 

du _ l + 4z;^ — 4x^ — x^ _ ^ _ 1 
dx "~ (x^—x^Tiy "* ' ^ - ± 1- 

d^u 
Operiren wir zur Bestimmung des Zeichens von -r-, ^i^ §-20. a. Anm. 1. 

angegeben, so ergibt srcn —7-1 5— .-ttä— > welches für a; = +lnega- 

{x* — x^-i-iy ^ 

tiv und tür xss — 1 positiv wird. 

. » 

Durch Substitution in die oberste Gleichung finden wir, dass für 

a; »s + 1 , «es +2 ein Max., 
a; « — 1 , «5= — 2 ein Min. 



7) H 



as* — X 



*« 2a;«4-2a!»— a;*— 1 
(te** (a;*— a;* + l)* 



= 0, 



a, - — X-' ^ =— 2~' " ^ — r~ 



xir 



1— Vö 
2 



Yeriahren wir, wie in der vorigen Aufgabe) so finden wir, dass das Zei- 
chen von -T-j abhängt von 4x^ 4- 2a? — 3x^. 

Dieser Ausdruck wird negativ für x und x\ positiv für x'^ und 
a;'^. Es wird demnach u« — | ein Minimum für x'\ 11 bs= +^ ein 
Maximum für x\ u = — | ein Minimum für x^^ und endlich ti=+^ 
ein Maximum für x\ 

8) M a= • t o\2 > ^'"' ajÄÜ wird ussß^ ein Min. 

„ xsss — 3 „ 1« = weder ein Min., noch ein Max. , 

3^2 J3" 

9) u SB x^ax — a;* ; für x = fa, wird t*= — ~— ein Max. 

10) M B= a;* V4o*— a;*; für a; = ±2aV|> wird ttÄ^a'Vl ein Max., | 

„ a;ss= 0, „ MBS „ Min. | 
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11) u = — ^ g 3 ^ ; für xsBi a, wird u« 0^2 ein Min., 

„ xs=s — a , „ ti s — a\2 „ Max. 

12) u = fl(a; — 6)*; für a;= 6, wird i« = ein Min., wenn a>0, 

ein Maximum, wenn a <0. 

13) M = o;* — 6ax^+5a^x^ + a^; 

fär a;=: a, wird w « 2a* ein Max., 
„ a; = 3fl, „ wä — 26a* ein Min., 
„ .T = 0, „ w == a* weder ein Min., noch ein Max. 

14) u = (o; — 1)(2— ic)*; für a?= 2, wird w==0 ein Min., 

„ a? = J, „ II « ijT » Max. 

15) u = aj*—7:c*+16ic»— 8a;*— 16:^+16; für x = 2, M«OMin., 

für a;=: — f, w« W^ Max. 

16) att^—ii^aj^+a;* = 0; für x = ±2aV2, wird u = 4a ein Min. 

17) ti^— 2ma?M + iC*— a*«=0; 

-- . wta . j , a . ( Max. 
für a; a= ± -7 , wird u » zfa-, em < 

Vi— m« VI— m« * Min. 

1 Al- 

is) M x= a;*; für a; = — , wird ms=Vc"~^ ein Min. 

19) u Ä c*. cos 2a;; für a; = |arctg^, wird w = | Vö^'^'^^^^^^einMax. 

20) u*— 4a2Ma; + a;*« 0; a;»=±a^3, u^±a^27 Max. o. Min. 

21) u = ic«— 6a;*+4r3+9a;* — 12aJ + 4; für a;«= — 2, wird u^O 

ein Min., a? = — 1, u = 16 ein Max., a? « 1, t« » ein Min. 

22) u '= a;»+|a;'— -4a;« — |a;5+6a;*+fl?*— 4a;* — a;; für a?« — 1, 

wird u ein Min., für a; =? — | ein Max., für a? ä +1 ein Min. 

23) u ^ ^x'^ — ix^ + ^x^—12x; für a; = — 2, — 1 und +>/3 

wird u ein Max., für a;« — ^3, +1 und +2 ein Min. 

24) tt»— 3aMa? + a?^ ^ 0. Ist a>0, so ist 1) für x^ a ^2, u ein 

Max. = a \/4, 2) für a? = 0, u ein Minimum = 0. 

25) M ;=: (— I ; für a;=3 — wird ti=r (e«) ein Min. oder Max., je 

\ X f ß 

nachdem a^O. 
26a) Äu^-h2Bxu + Cx'^ + 2Du+2Ex-hP ^0-, 
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wird u 



CD— BB^ C /{BD—AEy — {B*—AC){D^—AF) 



V 



B^—AC B^ — AC V ^C 

respective für das obere Zeichen ein Max., für das un lere ein Min. 

26b) u ac x^-i-x+l. Es gibt keinen Werth für rc, der u zu einem 
Maximum oder Minimum macht 

26c) u « x\+ ax^ + hx -h c. Für a; = — g^aTV^«^ — i* wird 

u = yV«* — -Ja^+ c^Fffty^a* — 16 zu einem Maximum oder 
Minimum, wenn a^>36 ist; ist dagegen a^s3&, so tritt 

für a? « 5" weder ein Max., noch ein Min. ein. 

o 

26d) 14 ac 4x^-\'6x*—60x^ + nOx^ — 80x'\'l; für a;«! wird u 

ein Minimum, für x^s — 4 ein Maximum. 

26e) u 8= (a? — a)*(a; — ßY; türÄJ=a, wird w = ein Max. oder 

Min., je nachdem a^^ß; für X:bs ß gibt es weder ein Max. 

.noch ein Min.; für x ä ^(5aH-4/?) endlich wird u = 

4*.55| — — ^1 ein Min. oder Max., je nachdem «§/? ist. 

m 

27a) u Ä -— ; für a? Ä c, wird uss e ein Min. 

27b) ti as v'/äc; für a?«5,831..., wird i« = >/l,7632...=r 1,102... ein Max. 

sin a\ 

wird u ein Max. 

29) tt « sin a; . cos 2a? ; für a;«=(2*-l- J)7r, wird « « — 1 ein Min.*), 

„ x=^{2h — ^)7iy „ mä + 1 ein Max., 
für X = 2A7r + aresin y[^, „ u =s | ^(5 ein Max. , 
„ a? sas 2Ä7r — aresin Vi j v w « — ^yß ein Min. 

30) u a= sin na;. sin'*(a+a;); unter der Voraussetzung, dass a ^n ist, 

wird lur a? = r, M=sm— -^Ctt — a)lsin — --:— 1 emMax. 

« + 1 n-i-r '\ n + 1 / 



*) Hier und in dem Folgenden bedeutet h eine beliebige ganze Zahl. 
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31a) u = cosaj.sin^i; für x = h7t, wird u =0 und zwar ein Min,, 
wenn A grade, und ein Max., wenn A ungrade ist; für 

a; = ± arcsinVl ♦ wird i« = jVl e»n ^a*- 
31b) u = sina;.cos(a— rc); lur a; = ^a + i(2A + l)7r, wird m = 

i.[sina + (— 1)'*] ein Max., wenn h grade, und ein Min., 

wenn A ungrade ist. 
32a) u s= e*.sin(a;— a); für rc «:a + (A+|)7r, wird, je nachdem A 

grade oder ungrade ist, m = (— l)'».>/4.«"-'^^'"^ ^^'^ ein 

Max. oder Min. 
ook) u — -?! — ^; tür X = a+(A + i)7r, wird, je nachdem A 

grade oder ungrade ist, t* -= (— 1)^2.«"+ (*+*^'' ein 
Min. oder Max. 
33a) u = cos«+co82a;+cos3a;. Für a; «= und allgemein x »= 2hn 
wird « = 3 ein Max. ; für a; = tt und aligemein x = {2h+l)rt 

— 1±V7 
wird « =: — 1 ein Min. ; f ür a; ■= 2h7i + arccos ^ -^^ 

— 17T7V7" . / **'"" 
wird « » 27 **'"! Max. 

33b) tt = tg-Ä.tg-Co-»); für a; = io+iarctg(^=^tgo), wird- 

u ein Max. 
34a) Au fg. Es seien gegeben die Gleichungen 

ai^b^—x^—y^-{-2ax + 2by — 20 = 0, 
aV — 6V— 2a3a?+263y + (a2— 6*);Ef = 0; 
es soll das Maximum lur gefunden werden. 
Lös. wird ein Max. = o* + 6* lur a: = a, y = b. 
34b) Aufg. Das Maximum oder Minimum von zu bestimmen, wenn 

aj2^^»_6a? — 8y + 25 — 2ief -= 0, 
16x'^—9y^—96x + 72y — 7;? = 0. 
Lös. Für a; = 3, y =«= 4 wird ;ef = zu einem Minimum. 
35a) Au ig. Für welche Werthe von x und y wird 

u ÄS a?^+a;y+y^ — wa? — ny zu einem Max. oder Min.? 
Lös. Für a?=i(2m— n), 3^^i(2n — m) wird u^ 
~^(m^'--mn'{'n^) ein Min. 
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35b) Aufg. Für welche Werthe von x und y wird 

tt = o*a!*+26a!y4-cy — ex — gy zu einem Max. oder Min. t 

, . „- t'e—hg a^g — be 

Los. Fnv X = ^j^^^-^y 2<=27^vlip) ^«i> wenn 

d^c^ > b^ ist, u zu einem Min. 

35c) Aufg. Für welche Werthe von x,y,0 wird 
' tt = sina;8inysinje; ein Maximum, wenn x-hy-^-z == tt? 

TT 

Lös. Es wird cotg2;= cotg^ascotg^s; odera? = y == je? «= — ,und 

o 

daher ist das Maximum von u = ^ V^* 
36a) Aufg. Für weiche Werthe von x und y wird 

u SB ^xy+{41 — X — y)("Q"+"f") ®*" ^^^- ^^®'* Min.? 
Lös. Für a? == 21, y = 20 wird u = 282 ein Max. 

36b) Aufg. Man bestimme den grössten und kleinsten Werth, welchen 
die Function /" = a;* + 4y^ 4- 3^^ annehmen kann , wenn 
zwischen den Veränderlichen x, y, z die Gleichungen 
y = x^+y'^-\-z^ — 49 = und 
xp ^=^ x + ^y-k-^z =0 bestehen. 
Lös. Führt man die unbestimmten Multiplicatoren X und 2f,i ein, 
so hat man das absolute Maximum und Minimum der Function 
P^assf — Ay — 2^1/; aufzusuchen. Die Werthe der unbekann- 
ten Grössen x^y.z^X und f.t bestimmen sich aus den Glei- 

, oF ^ oF ^ oF ^ rx ^ ^ 

chungen 3- = 0, ^ == 0, -3- = 0, y = und xp x 0. 

Es ergibt sich 

^1 — 7 » "-2 — ~i ^*l — J= 7 » f*2 — =t: T ' 

a?i sa iC2 = — 2, ^4 = ^2 = 6» ^1 = — ^2 == 3, 

ajj«:— a;4*=— 3, ^3= — ^4 = 2, ;8r3 = — ^4= 6; 
das Maximum von /*= 49^4 = 175, das Minimum = 49^2= 133. 

36c) Aufg. Man führe die analogen Rechnungen durch für die Function 

f = x^ — y^, wenn 
(p = a.2_|_y2_|_^2 — 9=0 und 

xjj :=: X -b y + Iz =0. 
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Lös. A| =|, A^ =—1; /Ui = zfcj, iM2 = ±7; 

a?i =—072 =2, 2^1 ==—2^2 = — 1, ^t ==—^2 =—2, 
rr3 = — a;4=:l, 3^3 = — y^ = — 2, ^3 = — ;8f4 = 2; 
Max. von f = 9Ai = 3, Min. von f = QAj = — 3. 
36d) Aufg. Man löse dieselbe Aufgabe für 

f s 2y^ + s'^, wenn 
(f = aj2^y2_|.^2_9 jjg. und 

xf) ssz X -\' y — {z =0. 

Lös. A| s= y, /,2 = f» f-f^i = ±^> 1^1^^ i 3"5 

a?! = — iCa = — 1, yi = — ^2 = 2, j^i = — jEf2 == 2, 
a?3 = —x^ = —2, 2^3 = -^^4 = 1, i^3 = —^4 = —2; 
Max. von f = 9A| = 12, Min. von /" = 91^ = 6. 

37) Aulg. Eine gerade Linie a in zwei solche Theile zu tbeilen, dass 

das Rechteck aus beiden Theilen ein Max. sei. 
Lös. Die Linie muss halbirt werden. 

38) Au fg. Aus zwei gegebenen Seiten das grösstmögliche Dreieck zu 

bilden. 
Lös. Der eingeschlossene Winkel muss ein Rechter sein. 

39) Aufg. Unter allen Dreiecken, die auf einerlei Grundlinie g stehen 

und gleichen Umfang 11 haben, das an Flächeninhalt grösste 

zu finden. 

Lös. Sei.o: die zweite Seite des Dreiecks, so ist bekanntlich der 

Inhalt desselben: 

/ = \4u{u—2g){u—2x){2g^-2x—u) . 

/ wird ein Maximum, wenn (u — 2a;) (2^ + 2a; — u) ein 
Maximum wird. Hieraus ergibt sich als Resultat, dass der 
Inhalt ein Maximum wird, wenn man über g ein gleich- 
schenkliges Dreieck mit \ (u — g) beschreibt. 

40) Aulg. Unter allen Dreiecken, welche eine Seite s und den Gegen- 

winkel a gleich haben, dasjenige zu finden, welches den 
grössten Inhalt hat. 
Lös. Bezeichnet o; den zweiten Winkel, so ist der Inhalt des Dreiecks 

sin a;. sin (a-{-x) ss Max. 



^* 



2äina 
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Hieraus x ^ \(7t — a). Jeder der Seite s anliegende Win- 
kel ist also = R-^^a, 

41) Au fg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel a und Hie Summe 

der einschliessenden Seiten = 2s haben, das grösste zu finden. 
Lös. Jede der beiden einschliessenden Seiten ist = s. 

42) Au fg. In den Seiten eines gegebenen gleichseitigen Dreiecks drei 

solche Punkte zu finden, dass die Verbindungslinien der- 
selben wieder ein gleichseitiges Dreieck bilden und zwar das 
kleinstmögliche. 
Lös. Das neue Dreieck wird ein Min., wenn die Summe der übri- 
gen drei Dreiecke ein Max. wird. Diese stehen aber der 
Anforderung gemäss auf gleichen Grundlinien (den Seiten des 
neuen Dreiecks) und haben denselben Gegenwinkel 3= |J{, 
also ist jedes nach Aufg. 40 ein Max., wenn jeder an der 
Grundlinie liegende Winkel lÄ — ^Ä == |Ä wird, d.h. wenn 
auch sie gleichseitig sind. 

Es entsteht also das kleinstmögliche Dreieck durch die 
Verbindung der Mitten der Seiten. 

43) Aufg. Unter allen Parallelogrammen mit einem gegebenen Winkel, 

die man in ein gegebenes Dreieck so einschreiben kann, 
dass eine Seite des Parallelogramms in eine Seite des Dreiecks 
und die beiden andern Ecken des Parallelogramms in die 
beiden andern Seiten des Dieiecks fallen, das grösste zu finden. 
Lös. Wenn a die Grundlinie, h die Höhe des Dreiecks, x die 
Grundlinie des Parallelogramms (ein Theil von a), so ist die 

Höhe des letzteren -^^ und sein Inhalt 



s= -^^ X wird ein Max. mit (a — x)x^ 



a 
1 



wenn xsss^a. 

Das Parallelogramm wird mithin ein Max. , wenn seine 
Grundlinie die Hälfte der Grundlinie des Dreiecks und seine 
Höhe gleich der halben Dreieckshöhe ist. 
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44) Aufg. Das grösstmögliche Dreieck mit einem gegebenen Winkel in 

ein gegebenes Dreieck so einzutragen , dass eine Seite des 
ersten parallel mit einer Seite des letzteren gebt. 
Lös. Der Inhalt des verlangten Dreiecks ist offenbar die Hälfte 
des in der vorigen Aufgabe erwähnten Parallelogramms; die 
Bedingungen für die Maxima beider Figuren sind also diesel- 
ben, und man zieht daher in der halben Höhe des Dreiecks 
eine Parallele mit der Grundlinie und beschreibt über dieser 
Parallelen ein Dreieck, welches den gegebenen Winkel ent- 
weder als anliegenden oder gegenäberliegenden enthält, und 
dessen dritte Ecke in der Grundlinie liegt. 

45) Aufg. In dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels C sind zwei 

Punkte A und B durch ihre Entfernungen a und h von dem 
Scheitel des Winkels gegeben ; man soll in dem andern Schen- 
kel einen solchen Punkt V finden, dass die von ihm nach den 
beiden gegebenen Punkten A und B gezogenen Linien den 
grösstmöglichen Winkel ABB einschliessen. 

Lös. Bezeichnet man CZ> mit x^ so ist: tangCI>il= ^, 

tangC/>Ä = ^^'"^ ^ , L ABB = CDB— CDA » Max., 
° X — 6cost/ 

ihD (a — 6)a;sinC 

tangiD^ = ^ ^ 



x^ — (a-i-6)a;cosC4-aft ' 

— 5 — 7 — --TT tt; — r- SB Max. « f{x) , fix) >= , wenn 

x^ — (a-i-ft)iccosC-|-a6 i\ ni \ t 

a; = va6, f'{x) wird negativ. Der Winkel wird also ein 
Max., wenn die Entfernung des gesuchten Punktes von dem 
Scheitel des gegebenen Winkels die mittlere Proportionale 
zwischen a und h ist. 

Leicht kann geometrisch nachgewiesen werden, dass der 
Punkt D der Berührungspunkt eines durch die Punkte A und 
B gehenden und den zweiten Schenkel des gegebenen Win- 
kels berührenden Kreises sein muss. Entsprechend den beiden 
Vorzeichen von ^ab gibt es zwei solcher Kreise, deren Be- 
rührungspunkte zu verschiedenen Seiten des Punktes C liegen. 
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46) Aufg. Wenn in einer von zwei parallelen Linien zwei Punkte A 

und B in einer Distanz = d gegeben sind, so soll man in der 
andern Parallelen einen solchen Punkt C finden, dass die 
von ihm nach den beiden ersten Punkten gezogenen Geraden 
den grösstmöglichen Winkel einschliessen. 
Lös. Sei a das Perpendikel vom Scheitelpunkte (7 des Winkels (y) 
auf die Gerade AB, x der Abstand des Fusspunktes dieses 
Perpendikels von dem gegebenen Punkte i, so ist 

Der Winkel y wird ein Max., wenn x^ez^d ist. Man errichtet 
daher, in der Mitte von AB ein Perpendikel auf AB\ der 
Durchschnittspunkt mit der andern Parallelen ist der gesuchte* 

47) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel = 20 und den- 

selben Umfang a 2$ haben, dasjenige zu finden, welches 
den grössten Inhalt hat. 
Lös. Bezeichnen A^B.C die Winkel, a^byC die gegenüberliegenden 
Seiten eines Dreiecks ABC, so wird dessen Inhalt u aus- 
gedrückt durch die Formel 

ABC 

M = s* tang Y tawg y ^^"8 y * 

Bezeichnet man mit 2x den zweiten Winkel des Dreiecks, so 
ist ti == «* tang of tang x cotg (a -\- x). 

Dies wird ein Max., wenn 

sin2(a+ir) — sin2a; ^ 

cos2(a4-a;) — cos2:r negativ wird. 
Hieraus erhält man 2x^R — er; also wird auch der dritte 
Winkel »= Ä — a und jede der den Winkel 2a einschliessf^nden 

Seiten = ^rr-- — » die gegenüberliegende Seile = ^—^ , — • 
l-hsma 1 + sm« 

48) Aufg. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel »s 2a und den- 

selben Flächeninhalt = u^ haben , dasjenige zu finden , wel- 
ches den kleinsten Umfang hat. 
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Lös. Wenn die Bezeichnungen dieselben bleiben, wie in dei; vori- 
gen Aufgabe, so haben wir 

«2 -- 



tga.tga:.cotg(a4-a?) 
Die Grösse s wird ein Min., wenn x=:^{R — a) wird. Jede 

der den Winkel 2a ein schliessenden Seiten ist == tcv2cosec2a 

und die gegenüberliegende Seite = 2uyltga, 

49) Au ig. Unter allen Dreiecken, welche ein Höhenperpendikel = h 

und denselben Umiang s= 2s haben, dasjenige zu finden, 
welches den grösslen Flächeninhalt hat. 
Lös. Bezeichnen wir mit y die zu h gehörige und mit x eine 
anliegende Seite, mit u den Flächeninhalt, so ist 

ti^ = ^= s(s — y)(s— a;)(y+a?— s) . . . (1) 

Aus der ersten Gleichung folgt, dass u offenbar ein Max., 

wenn y ein Max., aus der zweiten, wenn 

(s — y) (s — x){y + x — s) = y (a?, y) gesetzt wird , 

dx ydx'dyf (s—x)(2y — 2s-\-x) 

5= 0, wenn y == 2 (s — x) (2) 

Diesen Werth tür y in (1) gesetzt, erhalten wir 

(8 — xfh^ — s(8—xy(2x—8)t^0, 

(s — a?)* (Ä* — 2a;« + s*) = 0. 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist a? = — ö — ; hieraus folgt 

y Ä • Aus (2) folgt aber, dass das Dreieck gleich- 

s 

schenklig ist. 

50) Au fg. Unter allen Dreiecken, welche ein Höhenperpendikel » h 

und denselben Flächeninhalt as / haben, dasjenige zu finden, 
welches den kleinsten Umfang hat. 

Lös. Mit / und h ist auch die zu h gehörige Grundlinie -r- = a 

n 

gegeben; bezeichnet nun y den halben Umfang und x eine 
zweite Seite des Dreiecks, so ist 
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/ s 4y(y—o) (y— ») {a+x —y) = Vsp («. y) • • • (i) 

I— (S^|)-«—^=«H-f (2) 

Führen wir (2) in (1) ein und quadriren, so erhalten wir 

(4a;» — a»)o« _ e^ 

16 - ' = 4 ' 

Aus (2) folgt, dass y ±sx + ^a, das Dreieck also gleich- 
. schenkelig ist über a. 

Der Umfang wird also ein Minimum , wenn man über 

-r-mit-7- -^jP+A* ein gleichschenkeliges Dreieck beschreibt. 

51) Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel so als 

Peripheriewinkel einzutragen, dass der von seinen Schen- 
keln und dem zwischenliegenden Bogen begrenzte Flächen- 
raum ein Max. wird. 
Lös. Mit gegebenem Kreise und gegebenem Peripheriewinkel sind 
Sehne und Bogen zu diesem Winkel constant. Der Werth 
des fraghchen Inhalts richtet sich daher nur nach dem Inhalt 
desjenigen Dreiecks, welches über der constanten Sehne be- 
schrieben wird. Dasselbe wird aber nach Aufg. 40 ein Max., 
wenn es gleichschenkelig ist. 

Der Winkel muss also so eingetragen werden, dass der 
nach seinem Scheitel gezogene Radius ihn halbirt. 

52) Aufg. In einen gegebenen Kreis einen gegebenen Winkel so als 

Peripheriewinkel einzutragen, dass der Umfang der von sei- 
nen Schenkeln und dem zwischenliegenden Bogen begrenzten 
Fläche ein Max. werde. 

Lös. Der Winkel muss so eingetragen werden, dass der nach sei- 
nem Scheitel gezogene Radius ihn halbirt. 

53) Aufg. Unter allen Kreisausschnitten von gleichem Umfang s= 2< 

die bestimmenden Stücke desjenigen zu finden, welcher den 
grössten Flächeninhalt hat. 
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g 

Lös. Der Radius des gesuchten Kreises isl s= -5- , der zugehörige 
Bogen BS 8 und der Winkel am Mittelpunkte in Graden aus- 

gedrückt = g-j^ = 114^ 35' 29",61 . . . 

54) Au fg. Unter allen Kreisausschnitten von gleichem Flächeninhalt a= 

u^ denjenigen zu finden, der den kleinsten Umfang hat. 
Lös. Der Radius des gesuchten Kreises ist st«, d.h. gleich der 
Seite eines Quadrats, welches den gegebenen Flächeninhalt 
angibt, und der Winkel am Mittelpunkte, in Graden aus- 
gedrückt = öT^S — = 114** 35' 29",61 . . . 
° 3,14159 . . . 

55) Au fg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Umfang 2s den- 

jenigen zu flnden, welcher den grössten Flächeninhalt hat. 
Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

56) Au fg. Unter allen Kreisabschnitten von gleichem Flächeninhalt s= u^ 

denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Umfang hat. 
Lös. Es ist ein ganzer Kreis mit dem Radius 

57) A u fg. Unter allen Dreiecken, die einen gegebenen Winkel «mithalten 

und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r umschrieben 
werden können, dasjenige zu finden, welches den grössten 
oder kleinsten Flächeninhalt hat. 
Lös. Denkt man sich den gegebenen Winkel 2a durch zwei Tan- 
genten an den gegebenen Kreis gebildet und nennt die W^in- 
kel, welche die dritte Tangente mit diesen zwei Tangenten 
einschliesst, resp. 2x und 2y, so besteht zwischen x und y 
die Gleichung äj+ y +« — 90® — 0, und es wird die Fläche 
/ des Dreiecks, /« r*(cotga + cotga;-l-cotgy), ein Maxi- 
mum , resp. Minimum für a? = y. Zieht man daher eine 
gerade Linie von dem Scheitel des Winkels (durch den Mittel- 
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punkt des Kreisos, so sind die Durchschnittspunkte dieser 
Centrallinie mil der Peripherie die Berührungspunkte der 
dritten Seiten der beiden sich ergehenden Dreiecke. In dem 
einen Falle (Min.) wird der Kreis alle drei Seiten des Dreiecks 
aui der innern Seite berühren und liegt also ganz innerhalb 
des Dreiecks; in dem andern Falle aber (Max.) berührt er 
eine Seite von aussen und die beiden andern in ihren Ver- 
längerungen. 

58) Au fg. Unter denselben Bedingungen, wie in der vorigen Aufgabe, 

soll das Dreieck mit dem grössten oder kleinsten Umfang 
gefunden werden. 
Lös. Es sind dieselben beiden Dreiecke wie vorhin. 

59) Aufg. Unter allen Vierecken mit einem gegebenen Winkel 2of, die 

einem gegebenen Kreise mit dem Radius r umschrieben sind 
und zugleich der Bedingung genügen, dass um dieselben ein 
Kreis beschrieben werden kann, das grösste und kleinste zu 
finden. 
Lös. Alle Vierecke, welche einem gegebenen Kreise umschrieben 
sind und um welche sich zugleich ein Kreis beschreiben lässt, 
sind theils solche, deren Fläche ganz ausserhalb der Fläche 
des gegebenen Kreises Hegt, theils solche, welche den gege- 
benen Kreis ganz umschliessen. Unter den ersteren gibt es 
ein grösstes, unter den letzteren ein kleinstes. Denkt man 
sich den gegebenen Winkel 2a durch zwei Tangenten an den 
gegebenen Kreis gebildet, so erhält man das grösste Viereck, 
wenn man auf diesen Tangenten selbst von den Berührungs- 
punkten an gerechnet rückwärts den Radius aulträgt und von 
diesen so erhaltenen Punkten zwei neue Tangenten an den 
Kreis zieht; und das zweite, das kleinste Viereck erhält man, 
wenn man auf denselben ersten Tangenten auf ihren Verlän- 
gerungen von den Berührungspunkten an den Radios auf- 
trägt und von diesen so erhaltenen Punkten Tangenten an 
den Kreis zieht. Bei dem letzten Viereck berührt der Kreis 

Sohncke's Aufgabensammlung. 8 
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alle vier Seiten von innen, liegt also ganz innerhalb des Vier- 
ecks; bei dem ersten dagegen berührt er zwei Seiten von 
aussen und alle in ihren Verlängerungen. Bei dem grössten 
Viereck sind je zwei Seilen respective r(cotga — 1) und 
r(tga — 1), bei dem kleinsten dagegen r(cotga + l) und 

r(tga+l). 

Für die Rechnung wird am besten die Hälfte eines der 
beiden nicht bekannten Winkel als unabhängige Variable ein- 
geführt. 

60) Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Winkel enthalten 
und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r so umschrie- 
ben sind, dass dieser ganz innerhalb liegt, das kleinste zu 
finden. 

Lös. Erster Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2a und 
2ß an einer Seite liegen, dann ergibt sich zunächst die 
Gleichheit der beiden andern Winkel, und man erhält für die 
einzelnen Seiten folgende Ausdrücke: 

die Seite, welche zwischen 2a und 28 liegt » — ^ — . J y 

sma.sm/j 

die Seite, welche zunächst an 2ß liegt = « / ^ , ^»n » ^ > 

° cosi(a+jöf)sm/y 

9« ^ rcos^{a—ß) 

" " cosi(a+/?)sina' 

„ der ersten gegenüber „ = 2r tang ^ (a + ß). 

Zweiter Fall. Wenn die beiden gegebenen Winkel 2a und 
2/ sich diagonal gegenüber liegen, so sind die beiden andern 
Winkel zunächst wieder einander gleich, und es werden die 
beiden Seiten, welche den Winkel 2a einschliessen, 

= rco^^("-r) „„d die andern = rcos^i^-y) 
Sin a cos i{a+Y) sm ^^cos iya-by) 

In beiden Fällen empfiehlt es sich, die Hälfte eines der 
beiden nicht gegebenen Winkel als unabhängige Variable zu 
wählen. 



1» »» J» >9 



>1 >» 
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61) Au fg. In einer Seite BC eines gegebenen Dreiecks ABC ist ein 

Punkt D gegeben ; man soll von diesem nach zwei zu fin- 
denden Punkten E und F in den beiden andern Seiten AB 
und AC zwei Linien DB und DF, die einen gegebenen Win- 
kel l einschliessen, so ziehen, dass das hierdurch entstan- 
dene Dreieck seinem Inhalte nach ein Minimum wird. 
Lös. Bezeichnet man die beiden Stücke BD und DC der Seite BC 
mit m und n, die Winkel BDE und FDC mit x und y, so 

ist der Inhalt des Dreiecks DBF durch 

Imn sin B&inC sink , , • m*. . 

. ,cin n\ ' ( — r^i 7Ä gegeben, der em Mmiraum 

sm(2fi — X — Ä)sm(rc + / — C) 

wird, wenn der Nenner ein Maximum ist. Hierdurch erhält 
man 2fi — 2ir — Ä — A-H (7 = 0, woraus* y—x = B — C 
tolgt. Die Construction ist hiernach folgende: Man fälle von 
D auf die Seiten AB und ilC Perpendikel DM^ DN , halbire 
den Winkel MDN und trage zu beiden Seiten der Halbirungs- 
linie DO gleiche Winkel ODE und ODf =:^A ab, wodurch 
man das verlangte Dreieck DEF erhalten wird. 

62) Au fg. In einer Ebene sind zwei parallele Linien gegeben, die von 

einer dritten unter rechten Winkeln geschnitten werden; 
ebenso ist eiu Punkt in derselben Ebene gegeben. Es soll 
durch diesen eine solche die beiden Parallelen schneidende 
Gerade gezogen werden, dass das Product der Stücke, welche 
auf den Parallelen zwischen dieser neuen und der gegebenen 
schneidenden Linie liegen, ein Maximum sei. 
Lös. Die Abstände des gegebenen Punktes von den beiden Paral- 
lelen seien m und n, {m'>'n)\ der Abstand von der gege- 
benen schneidenden Linie sei h» Je nachdem der gegebene 

Punkt entweder innerhalb oder ausserhalb der Parallelen liegt, 

. , ,. , . ^._ , Ä(mztn) , Ä(wztn) , 

smd die verlangten Stucke — ^-^ und — ^^^^ ■ • Im 

ersteren Falle werden die Stücke auf derselben Seite, im zwei- 
ten auf verschiedenen Seiten der gegebenen Schneidenden 
hegen, und es wird in beiden Fällen von derjenigen Paral- 
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lelen das grössere Stuck abgeschnitten, von weicher der ge- 
gebene Punkt am weitesten entfernt ist. 
.63) Aufg. Wenn Alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, so soll die 
gesuchte Linie so gezogen wercten, dass die Summe der Qua- 
drate der abgeschnittenen Stucke ein Minimum werde. 

Lös. Die abgeschnittenen Stücke sind: --^ =^ und — «- — —^^ 

Die Lage der Stücke ist in Bezug auf die gegebene Schnei- 
dende dieselbe wie bei der vorigen Aufgabe; jedoch unter- 
scheiden sich in beiden Fällen die gegenwärtigen Resultate 
von denen in der vorigen Aufgabe dadurch, dass hier auf 
derjenigen Parallelen das grössere Stück abgeschnitten 
wird, welcher der gegebene Punkt zunächst liegt. 
64) Aufg. Unter den Vierecken, welche einen gegebenen Winkel 2a 
und einen gegebenen Umfang 2s haben und zugleich der Be- 
dingung genügen, dass sowohl in als um dieselben ein Kreis 
beschrieben werden könne, das grösste zu finden. 
Lös. Bezeichnet man die Winkel des gesuchten Vierecks mit 2a, 
2ß, 2y, 2d, den Radius des eingeschriebenen Kreises mit r, 
so hat man in Folge der Bedingungen der Angabe 
^ = 900-a, (J = 900-/J, r= ' sin2a.sin2/9 



2 sin 2a + sin 2/9 
Die Fläche des Vierecks I ss rs wird also ein Maximum für 

denjenigen Werth der unabhängigen Veränderlichen /?, für 

welchen die Function —r-rz . ^,, einen grössten Werth 

sm2a-\-8\n2ß ° 

annimmt. 

Jede der beiden Seiten, die den Winkel 2a einschliessen, ist 

S 8 

, und jede der beiden andern Seiten 



1 + tg a ' 1+cotg a 

Zieht man die Diagonale durch die Spitze des Winkels 2a, 

so entsteht auf jeder Seite dieser Diagonale ein rechtwinke- 
liges Dreieck. 
65) Aufg. Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Diagonalen p 
und q haben und einem gegebenen Kreise mit dem Radius r 
eingeschrieben werden können, das grösste zu finden. 
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Lös. Zuerst ergibt sich leicht, dass die beiden Diagonalen auf 
einander senkrecht stehen müssen. Nennt man ferner 2or 
einen Viereckswinkel, welcher der Diagonale p gegenübersteht 
und 2ß den Winkel, der q gegenübersteht, so dass sin 2a « 

^ und sin2/? 8BS ^, dann ergeben sich folgende Ausdrücke 

für die Seiten des Vierecks: 

die zwischen 2a und 2ß liegende = 2r.cos(a + ß — {R), 

„ zunächst au 2ß „ aß2r.8in(o — ß+^R)j 

„ „ „ 2a „ « 2r.sin(/?— a + iÄ), 

„ der ersten gegenüberliegende = 2r.sin (o -tß — ^fi). 

Anm. Noch symmetrischer werden diese Ausdrücke, wenn man 
die V\^inkel des Vierecks der Reihe nach 2a, 2/9, 2y, 2d 
nennt, wo also 2r = 2R—2a und 2ö^2R—2ß ist. Man 
erhält dann die Seite, 

welche zwischen 2a und 2ß liegt =»= 2r.cos(a4-/? — ^R), 

2ß „ 2y „ = 2r.cos(/5f4.y— 4ä), 
2r „ 2d „ Ä'2r.cos(y-f-(J— |B), 
2* „ 2a „ = 2r.cos((J + a— p). 

♦ 

66) Au Ig. Unter allen Vierecken, welche dieselben Winkel 2a, 2/9, 2/, 
2d und denselben Umfang 2$ haben, das grösste oder kleinste 
zu finden. 

Lös. Bezeichnet man die Eckpunkte des gesuchten Vierecks mit 
A, R, C, D und zwar so, dass AR und RC den Winkel 2ßy 
BC und CD den Winkel 2y u. s. w. einschliessen und setzt 
AR ^ X, RC^ y, CD ^Zy DA^ t, so hat man die Function 
xysinR -{- etsiüD zu einem Maximum oder Minimum zu 
machen , während zwischen den Veränderlichen x^ y^ z, t die 
Bedingungsgleichungen 

X — ycosÄ 4-jefcos(i4-Z)) — tcosi == 0, 
yAnR-\-z^\n{A-\'D) — fsin4 « 0, 
a? + y + ^ + f ass2s 
bestehen. Wird noch die Grösse x — y-^-ü — t »= 2m gesetzt 
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und u als unabhängige YeränderliGbe betrachtet, so findet 
naan nach einiger Rechnung u es als Bedingung lür das 
Auftreten eines Maximums oder Minimums. Das verlangte 
Viereck muss daher einem Kreise umschrieben werden können. 

Anmerkung 1. Einen einfachen geometrischen Beweis dieses 
Satzes hat Steiner gegeben im Art. 43 der Abhandlung: 
Sur le maximum et le minimum des figures dans le plan etc. 
Crelle^s Journal, Bd. XXIV. 

Wenn alle Ecken des Vierecks ausspringende sind, wenn also 
jeder Winkel kleiner als 2R ist, so geben die folgenden Aus- 
drucke der Seiten ein Max., springt aber eine der Ecken ein 
(mehr als eine Ecke kann aber bekanntlich nicht einspringen), 
so geben dieselben Werthe ein Minimum. Es werden nun 
die Seiten, welche zwischen 

o oni- s.siny.siniJ 

2a u. 2ß hegen = .-_ ^—z zzr^^ 



Vsin ((x-\'y) . sin (a+d) . sin (ß-{-y) . sin (ß-hd) 

o^ o s.sin(J.sina 

2ß u. 2;^ • „ = - j- — — ^ , 

V sin {ß-{-d) . sin (ß-hcc) . sin (y+<J) . sin (y+a) 

c. o* «.sina.sinÄ 

2y u. 2o „ = . -- — , 

Vsin (y+a) . sin (y-t-/?) . sin (ö-ha) . sin (d-hß) 
2dn.2a „ ,.ünß.,\nr 

V sin (<J+/?) . sin (<J+y) . sin («+/?) . sin (a+y) 

Anm. 2. Diese Ausdrücke können einfacher und zwar mit ratio- 
nalen Nennern dargestellt werden, verlieren aber dann die 
Symmetrie, welche jetzt, wenn man auf die jeder Seite an- 
liegenden und gegenüberliegenden Winkel achtet, leicht zu 
erkennen ist. 

67a) Aufg. Unter allen Paralleltrapezen, in welchen eine der parallelen 
Seiten gegeben ist und welche einem gegebenen Kreise mit 
dem Radius r eingeschrieben werden können , die grössten 
zu finden. 

Lös. Denkt man sich die gegebene Seite a als Sehne in den gege- 
benen Kreis eingetragen, so gibt es, wenn man nur positive 
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Flächen zulässt, in jedem der entstehenden Kreisabschnitte 
ein grösstes Paralleltrapez, welches erhalten wird, wenn man 
den zugehörigen Bogen in drei gleiche Theile theilt und die 
Theilpunkte durch Gerade verbindet. Nennt man den der 
Sehne a entsprechenden Centriwinkel 2a, ist also a a= 2r sin a, 
so wird jede der drei andern Seiten im grösseren Kreisab- 
schnitt = 2rsin|(7r-^a) und im kleineren == 2rsin|a. 
Die Höhe des ersten Trapezes ist =»= 2r cos (i^-Hj^)cos( Jtt — f a) 
und die des zweiten = 2r . sin^a sin|a. 

Für die Rechnung ist es zweckmässig, den Cenlriwinkel 
SS 2x , welcher zu der Sehne gehört , die der gegebenen 
Sehne a parallel ist, als unabhängige Variable einzuführen. 

67b) Aufg. In ein gegebenes Kreissegment das grösste Rechteck ein- 
zuschreiben. 
Lös. Der Halbmesser des Kreises sei = r, die Entfernung der 
Sehne des Segmentes vom Mittelpunkte des Kreises sei = n. 
Die Grundlinie des gesuchten Rechtecks ist 

V2r* — in* + » yl2r^ + \n^ . Für n = 0, ist a: = r ^2. 

67c) Aufg. Aus 4 Seiten a, 6, c, d ein Viereck von grösstmöglichem 
Inhalt zu construiren. 
Lös. Nennt man den Winkel, der von den Seiten a und d gebil- 
det wird, X und den gegenüberliegenden y, so besteht die 
Bedingung a^ + d* — 2adcosx = 6*-i-c* — 26c cos j^, und 
der Inhalt des Vierecks wird ein Maximum, wenn x-i^ s 2 Jl, 
d.h. wenn das Viereck ein Kreisviereck ist.*) 

68) Aufg. Ueber dem Durchmesser eines gegebenen Halbkreises sollen 
zwei sich berührende Halbkreise und über diesen ein ganzer 
Kreis beschrieben werden^ welcher die drei Halbkreise be- 



*) üeher die Construetion eines solchen Vierecks vergleiche man Beis 
und Eschweiler, Lehrbuch der Geometrie 1. Theil Kap. XI. 25. Ueber iMaxima 
und Minima in der Planimetrie vergleiche man 1. Theil Kap. XII. und über 
die der Stereometrie 2. Theil. Anhang IX. desselben Lehrbuchs. 
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rührt. Es sollen die Radien der drei neuen Kreise der Be- 
dingung gemäss bestimmt werden, dass der Flächenraum, 
welcher übrig bleibt, wenn man die Flächen der gesuchten 
Halbkreise und des ganzen Kreises Yon der Fläche des gege- 
benen Halbkreises abzieht, ein Maximum oder ein Minimum 
werde. 
Lös. Nennt man den Mittelpunkt des gegebenen Halbkreises 0, die 
Mittelpunkte der beiden gesuchten Halbkreise und des gesuch- 
ten Vollkreises beziehungsweise A, Bj C und bezeichnet man 
die zugehörigen Radien mit r, r|, r2, r^^ so bestehen bei 
Einführung der Differenz r — 2ri =x als unabhängige Variable 

die Beziehungen 

r — x r-ha; r* — x^ 

n - -2""' ^* "" "T"' ^^^^Si^M^i«' 
von denen die letzte dadurch erhalten wird, dass man den 

Cosinus des Winkels ABC aus den beiden Dreiecken OBC und 

ABC als Function der Seiten berechnet und die gefundenen 

Werthe mit einander vergleicht. 

Die in Rede stehende Fläche F erreicht ihren kleinsten 

oder grössten VVerth für diejenigen Werthe der unabhängigen 

x^ It^ x^v 

Veränderlichen a:, für welche der Ausdruck -^r -\'^r^ I sr-i — • I 

2 \3r*+Ä;*/ 

ein Maximum oder Minimum wird. Entsprechend den 
reellen Wurzeln a? = und x ^ ± 0,2892542 . . . r der 
Gleichung a;(a:*-h9r*aj*-i- 59r*af* — 5r*) = wird, dem- 
nach die Fläche F ein Minimum für r^^ r^^ ^r, r, s |r, 

ein Maximum für J!j j - 0,3553729 .. r, J]j[ = 0,644627 l..r, 

r, Ä 0,2971565 . . r. Die übrigen vier Wurzeln der ange- 
gebenen Gleichung sind imaginär. 

(Vergl. C. W. Baur, Schlömilchs Zeitschr. für Math. u. 
Phys. 1860, S. 369.) 
69) Au fg. Es soll das grösste rechtwinklige Parallelepipedum gefunden 
werden, welches einer Kugel von gegebenem Radius r ein- 
geschrieben werden kann, 



2v2 
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a) wenn die Grundfläche ein Quadrat sein soll, 

b) wenn die Grundfläche ein Rechteck mit einer gegebenen 
Seite a= a sein soll. 

Lös. a) Die Entfernung des die Grundfläche bildenden Schnitts 
vom Mittelpunkt der Kugel ist = r^|. 
b) Die Entfernung des die Grundfläche bildenden Schnitts 
vom Mittelpunkt der Kugel ist = yjj^r^ — ^a^. 
70) Au fg. Unter den Parallelepipeden, welche denselben cubischen In- 
halt, eine gleiche Kante und eine gleiche Ecke haben, das- 
jenige zu finden, welches die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Wenn der cubische Inhalt = / ist, die gegebene Kante = r, 
die drei ebenen Winkel, welche die .gegebene Ecke bilden, 
(X, ßy r, &o dass a und ß die Kante r zum gemeinschail- 
Hchen Schenkel haben, so wird bekanntlich das Perpendikel, 
welches vom Endpunkt der Kante r auf die gegenüberliegende 

Ebene gefällt wird 

2r i — 

"" ^ ^*'" Ka+/^+y ; . sin ^(— a+^-hy) . sin ^{a—ß-{-r) . sin J {a+ß—y). 

Wenn man die hier vorkommende Wurzelgrösse dui*chÄ be- 
zeichnet, so werden die Werthe der beiden andern Kanten 
des Parallelepipeds , welches der in der Aufgabe gestellten 



/; 



wovon 



die erste den Winkeln ß und y, die zweite den Winkeln a 
und Y zum gemeinschaftlichen Schenkel dient. — Es ergibt 
sich hierbei, dass die beiden an der Kante r liegenden Seiten- 
flächen an Flächeninhalt gleich sind. 
71) Aufg. Unter allen geraden dreiseitigen Prismen, deren Höhe = h, 
Grundfläche »= g und eine Seitenfläche = 5 ist, dasjenige 
zu finden, welches die kleinste Oberfläche hat. 
Lös. Diejenige Seite der Grundfläche, auf welcher die gegebene 

Seitenfläche steht, ist oß'enbar = -r- * Nennt man die beiden 

n 

dieser Seite anliegenden Winkel der Grundfläche x und y, 

8* 
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so besteht die Bedingungsgleichung ^ = "p • 2sin(x-{-y) ' 

. ,. „ ^. shiic + siny . ^. . 

und es ist die Function -. , \ zu einem Minimum zu 

sm{x-i'y) 

machen. Das Minimum tritt ein für x = y, d. h. die beiden 
nicht gegebenen Seitenflächen des gesuchten Prisma sind 
congruent. 
72a) Au fg. Unter allen geraden Cylindern von gleichem kubischen In- 
halt J denjenigen zu finden, der die kleinste Oberfläche hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Cylinders wird 

Ä -W A- und sdne Höhe = 2 -i/ ^y— , d. h. die Höhe ist 

dem Durchmesser der Grundfläche gleich. Der Cylinder kann 
also einem Würfel eingeschrieben werden. 

72b) Au fg. Unter allen geraden Cylindern von gleichem kubischen 
Inhalte J denjenigen zu finden ^ dessen Mantel nebst einer 
der Grundflächen ein Minimum wird. 

s / J 

Lös. Der Halbmesser der Grundfläche = l/ — , die Höhe des 

Cylinders wird ebensa gross. 

73) A u fg. Unter allen geraden Cylindern von gleicher Oberfläche F den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat. 

/~F 
Lös. Der Durchmesser der Grundfläche wird =2*1/7»—, und die 

Höhe des Cylinders wird ebenso gross. 

74) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen Inhalt / 

denjenigen zu finden, welcher den kleinsten Mantel hat. 
Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels wird 

= '\/ — ,--> die Höhe =: -1/ — , die Seitenlinie ä ^3\/ — j=., 

•V 7r>/2 V ^ \ 7tyl2 

SO dass sich das Quadrat des Radius der Grundfläche, zum 

Quadrat der Höhe, zum Quadrat der Seite == 1:2:3 verhält. 

75) Aufg. Unter allen geraden Kegeln von gleichem kubischen Inhalt / 

denjenigen zu finden, der die kleinste Oberfläche hat. 



123 

Lös. Der Radius der Grundfläche, Höhe und Seitenlinie sind 



'\ F^, 2 \l — , 3 t/ ==, so dass also die Seiten- 

V 2nyl2 V ^ V 27rV2 

linie des Kegels das Dreifache vom Radius *der Grundfläche ist. 

76) Auig. Unter allen geraden Kegeln von gleichem Mantel M den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche, die Höhe und die Seite sind = 

ihre Quadrate zu einander wie 1:2:3. 

77) Aiifg. Unter allen geraden Kegeln von gleicher Oberfläche F den- 

jenigen zu finden, der den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der Radius der Grundfläche, die Höhe und Seite sind = 

i t/ — , V 2 a/ ? 1 1/ — • Die Seite ist das Drei- 
fache von dem Radius fler Grundfläche. 

78) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten von dem kubischen Inhalt / die 

bestimmenden Stücke desjenigen zu finden, für welchen die 
gesammte Oberfläche (Calotte nebst begrenzender Kreisfläche) 
ein Maximum wird. 

3 ' 6/ 
Lös. Der Radius r der zugehörigen Kugel wird = ^ -i/ — und 

die Höhe des Abschnitts s 2r, d.h. der Abschnitt ist die 
Kugel selbst mit dem Radius r. 

79) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gegebenen gesammten 

Oberfläche = F, die bestimmenden Stücke desjenigen zu fin- 
den, welcher den grössten kubischen Inhalt hat. 

Lös. Der verlangte Kugelabschnitt wird eine vollständige Kugel 



. F 
mit dem Radius 

n 



V 



80) Aufg. Unter allen Kugelausschnitten von dem kubischen Inhalt / 
denjenigen zu bestimmen, dessen Oberfläche ein Maximum 
oder Minimum wird. 
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3 / 15J 
Lös. Wenn der Radius r der Kugel ==1/ -^ — und die Höhe h 

des zugehörigen Kugelabschnittes = ^r, so findet ein Minimum 

^ , so erhält man die Halb- 
kugel als Maximum. 

81) Aufg. Unter allen Kugelabschnitten mit der gesammten Oberfläche 

a= P denjenigen zu finden, dessen kubischer Inhalt ein Ma- 
ximum oder Minimum ist. 

Lös. Wenn r und h die nämliche Bedeutung haben, wie in der 
vorigen Aufgabe, so ergibt die Rechnung ein Maximum für 

r = ^ — , h ss^r, ein Minimum f ur r ■= A as W ^- . 

Man erhält demnach, abgesehen von der absoluten Grösse, 
die nämlichen Kugelausschnitte, wie in der vorigen Aufgabe; 
nur tritt hier ein Maximum ein, wo dort ein Minimum war 
und umgekehrt. 

82) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel den seinem kubischen 

Inhalte nach grössten Cylinder einzuschreiben. 

Lös. Wenn der Radius der Grundfläche des Kegels s r, die Höhe 
des Kegels » k ist, so wird der Radius der Grundfläche des 
gesuchten Cylinders = |^r, und seine Höhe s= \h. 

83) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen Cylinder einzu- 

schreiben, welcher die grösste krumme Oberfläche hat. 

Lös. Bei derselben Bezeichnung wie in der vorigen Aufgabe wird 
der Radius der Grundfläche des Cylinders s ^r und seine 
Höhe 8BS ^h. 

84) Aufg. In einen gegebenen geraden Kegel denjenigen Cylinder ein- 

zuschreiben, dessen gesammte Begrenzungsflächen ein Maximum 
bilden. 

Lös. Unter der Voraussetzung, dass A>r, werden Radius der 

Grundfläche und Höhe des Cvlinders ^-n — n und -^^j / • 

2 (A — r) 2 (A — r) 
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85) Aufg. In eine gegebene Kugel, mit dem Radius r, den feinem 

kubischen Inhalt nach grössten Cylinder einzuschreiben. 
Lös. Der Radius der Grundfläche = r^l? die Höhe » 2rVI* 

86) Aufg. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzuschreiben, dessen 

krumme Oberfläche ein Maximum ist. 
Lös. Der Radius der Grundfläche = rVi* die Höhe^rV^. 

87) Aufg. In eine gegebene Kugel einen Cylinder einzuschreiben, dessen 

gesammte Begrenzungsfläche ein Maximum wird. 
Lös. Der Radius der beiden Endflächen des Cylinders ist 

= rVi+Wi "n<i seine Höhe -= 2rVf^Wi' 
Zus. Legt man durch die Axe des Cylinders eine Ebene, so erhält 
man als Durchschnitt derselben mit der Cylinderfläche und 
der Kugel ein dem grössten Kreise der Kugel eingeschriebe- 
nes Rechteck von dem Inhalte 4r Vi * Dieses Rechteck lässt 
sich leicht in den Kreis einschreiben. Theilt man nämlich 
dasselbe durch eine Diagonale in zwei Dreiecke, so ist die 
Höhe jedes dieser Dreiecke, welche zur Grundlinie 2r haben, 
SB V2r.|r, welcher Ausdruck leicht zu construiren ist. 

88) Aufg. In eine gegebene Kugel den seinem kubischen Inhalte nach 

grössten Kegel einzuschreiben. 
Lös. Der Radius der Grundfläche des gesuchten Kegels wird 
= frV2 und seine Höhe = ^r. 

89) Aufg. In eine gegebene Kugel denjenigen Kegel einzuschreiben, 

welcher die grösste krumme Oberfläche hat. 
Lös. Derselbe Kegel, wie in der vorigen Aufgabe. 

90) Aufg. In eine gegebene Kugel denjenigen Kegel einzuschreiben, des- 

sen gesammte Begrenzung ein Maximum ist. 
Lös. Die Höhe des Kegels wird = ^^r (23— >/!?) = r . 1,179806.., 

der Radius d. Grundfläche = f*^rVl90+14Vl7= r .0,983702... 
Für die Rechnung eignet sich die Höhe des Kegels als 
unabhängige Variable. 

91) Aufg. Unter allen sphärischen Dreiecken mit einem gegebenen 

Winkel a (welcher < n sein soll) und einem gegebenen 
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Flächeninhalt a dasjenige zu finden, welches den kleinsten 
Umfang hat. 
Lös. Die beiden andern Winkel werden unter einander gleich und 
zwar jeder = ^(a+^ — «). Die dem Winkel a gegenüber- 
liegende Seite erhält dann für ihren cosinus den Ausdruck 

cos a+ [cos 4 («4- TT — a)P ,, , . ^^ • 
r . . . — 7"^ .^^ ', welcher als cosinus <1 sein 

muss, woraus sich die Bedingung ergibt a^2a. Der cosinus 
jeder der beiden andern Seiten = cotg^a.cotgA(a+7r — a). 

92) Au ig. Unter allen sphärischen Dreiecken von einem gegebenen 

Flächeninhalt s= a dasjenige zu finden, dessen Umfang ein 
Minimum ist. 
Lös. Wie gross man sich auch/ den einen Winkel des gesuchten 
Dreiecks denken mag, immer müssen die beiden andern 
Winkel unter einander gleich sein. Hier ergibt sich, dass 
alle drei Winkel unter einander gleich sein müssen und zwar 
jeder s= ^ (a + tt) und ebenso auch alle Seiten einander 
gleich, und zwar wird die Secante der Haltte jeder Seite = 
2 sin ^(a +7?:). 

93) Aufg. Aut einer Kugel sind* zwei Parallelkreise gegeben, sowie auch 

der Pol eines dritten die beiden ersten schneidenden Kreises ; 
es soll dieser dritte so bestimmt werden, dass die Sehne in 
ihm, welche seine Durchschnittspunkte mit den beiden gege- 
benen Kreisen verbindet, ein Maximum sei. 

Los. Denkt man sich durch den bekannten Pol der beiden gege- 
benen Parallelkreise und durch den gegebenen Pol des ge- 
suchten dritten Kreises einen grössten Kugelkreis gelegt, so 
werden zur Bestimmung der gegenseitigen Lage in diesem 
folgende Bogen bekannt sein: 1) der Bogen zwischen dem 
gemeinsamen Pol der Parallelkreise und dem ersten Parallel- 
kreise BS ß, 2} der Bogen zwischen' demselben Pol und dem 
zweiten = a, wobei or > /¥ sein soll , und 3) der Bogen 
zwischen demselben Pol und dem gegebenen Pol des gesucb- 
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ten dritten Kreises =; d. Nennt man nun den Bogen zwi- 
schen dem zweiten gegebenen Pol und seinem zugehörigen 

gesuchten dritten Kreis = x, so wird 1) wenn ^> — ^ — 

i^ cos I (a -h i?) . cos 4 (a — ß) ,. o. u 

ist, für cos X = — ^-^ ^ — T-^^ — — — die Sehne = 

coso 

^ / j ^ ^ ^-^ ein Mm. 2) wenn o < ^ ^ 

sin o ^ 2 

ist, iür cos a; = — \\ /l<^ • cos ö die Sehne = 2sin ^ (a — /?) 

cos -y \0f "^rj 

ein Minimum. 
94a) Au fg. In eine gegebene Kugel soll das grösstmögliche Parallel- 
epipedum eingeschrieben werden. 
Lös. Wenn r der Radius der Kugel ist, so wird jede der drei 
in einer Ecke zusammenstossenden Kanten des Parallel- 
epipedums « 2rVi« 

/r>1 Aä2 »2 

94b) Au fg. In ein gegebenes EUipsoid — j + ^-l — 2*^^ ^^^ Parallel- 

» 

epipedum von grösstem Volumen einzuschreiben. 

Lös. Die Kanten des Parallelepipeds werden -7=:, -7^, -^^ und 

V3 V3 V3 

das gesuchte Volumen ist = — =• 

3\3 

95) Aufg. Zu drei gegebenen Punkten soll in derselben Ebene ein vier- 
ter gefunden werden, so dass die Summe der Entfernungen 
desselben von den drei ersten ein Minimum werde. 
Lös. Die drei gegebenen Punkte bestimmen ein Dreieck, dessen 
Winkel Äy By C und die gegenüberliegenden Seiten respective 
a, 5, c sein mögen. Bezieht man den gesuchten Punkt 
durch rechtwinkelige Coordinaten auf AB als Abscissenaxe 
und A als Anfangspunkt, so wird die Summe OA-^-OB-^-OC 
ausgedrückt durch die Function waB=(a;2-|-y2)i-|-[(c~a:)*-|-y2]J4- 

+ [(a: — 6cosi)2 4-(y — 6sini)*]i. Die Interpretation der 

^, . , du ^ du ^ 

Gleichungen x- = und v- = ergibt dann leicht als 

Bedingung eines Minimums der Function u die Beziehung 
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L AOD -{- /^ BOD ^ 120^, wo D den Fusspunkt des von 
auf AB gelallten Perpendikels bezeichnet. Wenn man daher 
über jeder der drei Seiten a, b, c einen Kreisbogen beschreibt, 
der die Fähigkeit hat, einen Winkel von |Ä als Peripherie- 
Winkel zu enthalten, so schneiden sich diese Bogen in einem 
einzigen und zwar in dem gesuchten Punkte. 

Die einzelnen Linien, welche von dem gesuchten Punkte 
nach den Ecken des Dreiecks gezogen werden, erhalten fol- 
gende Werlhe: 

6.c.sin(60Q + i) 

sin60o. ^62 4- c2— 26c. cos (600+4) ' 
c.a.sin(60<>+g) 

sin 60^ Vc^ + «*— ^ca . cos (6O0+Ä) ' 
a.6. sin(60o + C) 

sin 60». y/a^ + 6* —2ab . cos (GO^+C) ' 
Die Summe aller drei Linien, welche ein Minimum wird, ist 

« V^ (a^-H b^ -H c*) + sin 60» >/(a-l-6-hc) (— a + b^ c) (a—b-i-i?) (a 4- b—c) . 

Besitzt das Dreieck einen Winkel „ der grösser ist als 
120^, so schneiden sich die drei Kreisbogen nicht. Die bei- 

den Gleichungen ^ = und 3- ä können dann nicht 

gleichzeitig bestehen. Da nun die gestellte Aufgabe immer 

du 
eine Lösung zulässt und die partiellen Ableitungen k- und 

du 

j^ für jeden der Punkte A, Bj C die unbestimmte Form J 

annehmen, so wird in diesem Falle, wie leicht einzusehen, 
derjenige der gegebenen Punkte zugleich der verlangte sein, 
welcher der Scheitel des stumpfen Winkels ist. 
(Vergl. Bertrand, Journal de Liouville, t. VIII.). 
96) A u fg. Zu vier gegebenen Punkten soll ein fünfter von der Beschaf- 
fenheit gefunden werden, dass die Summe der Entfernungen 
desselben von den ersten ein Minimum wird. 
Lös. Durch ein Verfahren, das dem in der vorhergehenden Aufgabe 
angegebenen ganz analog ist, findet man den Durchschnitts- 
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punkt der beiden Diagonalen des Vierecks, welches durch die 
vier gegebenen Punkte bestimmt ist« 
97) Au fg. Auf den drei leiten eines Dreiecks ABC sollen drei Punkte 
M, Nj P gefunden werden, so dass das Dreieck MNP ein 
Maximum oder Minimum werde. 
Lös. Betrachtet man MB ^s x, PC ^ y, NA = als unabhängige 
Veränderliche und bezeichnet F eine Function von x, y, 0, 
welche für jede bestimmte Werthegru'ppe der unabhängigen 
Veränderlichen den Flächeninhalt des Dreiecks MNP ausdrückt, 

so sind a;=— , y=a=-^, z= — diejenigen Werthe, 

dp dP 

welche gleichzeitig den drei Gleichungen ^ = 0, p- =0 

dp 
und -^ Ä genügen. Das diesen Werthen entsprechende 

Dreieck wird erhalten, wenn man die Mitten der Seiten AB, 
AC und BC durch Gerade verbindet. Sein Flächeninhalt ist 
= ^ A ABC. Die Untersuchung der vollständigen Aenderung 
von F zeigt aber, dass dieses Dreieck weder ein Minimum, 
noch ein Maximum ist. Dies lässt sich auch leicht geometrisch 
erkennen. Denkt man sich nämlich den Punkt Jf, die Mitte 
von iß, festgehalten, so wird bei dem ausgezeichneten Dreieck 
Z. PMB = L A, ^ NMA = Z. Ä. Jedes andere Dreieck, wel- 
ches seinen Scheitel in demselben Punkt M hat, bei welchem 
aber die Winkel PMB und NMA beide zugleich grösser oder 
beide zugleich kleiner als A und B sind, wird kleiner als das 
Dreieck MNP sein; dagegen jedes Dreieck mit demselben 
Scheitel, bei welchem PMB grösser oder kleiner als A und 
NMA kleiner oder grösser als B ist, wird grösser als das 
ausgezeichnete Dreieck MNP. 
98a) Aufg. Auf einer gegebenen Linie MN einen Punkt D zu finden, 
so dass die Verbindungslinien mit zwei auf derselben Seite 
von MN liegenden gegebenen Punkten A und B ein Mini- 
mum zur Summe haben. 

Sohncke's Aafgabensammlang. 1. 9 
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Liös. Es heisseii m und n die seukrechlen Abstände AC und BE 
der Punkte A und B von MN, es sei ferner CD =s= ic, DE^ssy^ 
so wird tur ein Minimum von ^D + DÄ: x:y^=m'.n und 
A .4J9C ~ A ÄO^. 
98b) Au fg. Auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC sollen drei Punkte 
M, N und P gefunden werden, so dass der Umfang des 
Dreiecks MNP ein Minimum wird. 
Lös. Bei der nämlichen Bedeutung der unabhängigen Veränderlichen 
Xj y> IS, wie in Aufgabe 97, bezeichne u diejenige Function 
von x,yy 0y welche für jede bestimmte Werthegruppe der un- 
abhängigen Veränderlichen den Umfang des Dreiecks MNP 
ausdrückt. Die geometrische Interpretation der Gleichungen 

^— = 0, ^- = 0, ^ Ä ergibt cos AMN = cos BMP u. s. f. 

Fällt man daher von den drei Endpunkten des gegebenen 
Dreiecks Perpendikel auf die Gegenseile/1, dann werden die 
Verbindungslinien der Fusspunkte derselben das gesuchte 
Dreieck bilden. — Dieses ist aber nur möglich, wenn alle 
drei Winkel des gegebenen Dreiecks spitze sind; in andern 
Fällen aber erhält man weder ein Maximum noch ein Minimum. 

99) Au fg. Durch einen in der Axe einer Parabel gegebenen Punkt die 

kleinste Sehne zu ziehen. 
Lös. Die auf der Axe senkrecht stehende Sehne wird die kleinste. 

100) Au fg. In ein Parabelsegment, welches durch eine auf der Axe 

senkrecht stehende Sehne abgeschnitten wird, soll das grösste 
rechtwinkelige Parallelogramm eingeschrieben werden. 
Lös. Wenn a die Entfernung der gegebenen Sehne vom Scheitel 
und b die halbe Sehne ist, so sind f a und ^b v3 die beiden 
Seiten des gesuchten Parallelogramms, dessen Flächeninhalt 
^ ylS ab ein Maximum ist. 

101) Aufg. Zwei Durchmesser einer Ellipse schneiden sich unter einem 

gegebenen spitzen Winkel a, man soll ihre Grösse und Lage 
so bestimmen, dass das Parallelogramm, dessen Diagonalen 
sie sind, ein Maximum oder Minimum werde. 



Ist dagegen tang^a>— oder cos of < ^, , . ^ > so treten 
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Lös. Sei d die halbe grosse, b die halbe kleine Axe der Ellipse, 
ßetraditet man den Winkel ^, den der eine Durchmesser 
mit der grossen Axe bildet, als unabhängige Variable, so 

findet sich in dem Falle, wo tang ^or < — ist, ein Maximum 

tur 9) 3= |a und ein Minimum für ^ =: ^(ot +^), und 

zwar ist der Flächeninhalt des grössten Parallelogramms 

4a^6^tang4a ,, • . j .... AaH'^idinsia 

'="'Tr\ — 2. 21 "nd derjenigedes kleinsten =^ ., , .^^ — ^ • 
o^ + a^tang^^cf ■' ° a-^-J-ft^lang^^a 

b' ^ ^a^—b^ 

— oder cos a < -^ — r 
a fl^+0 

Minima ein f ur 9) = ^a , ^ k ^ (a + tt) und Maxima für 

" 2 ~A2 cos al« In dem Grenzfalle tang^a» 

5-5 — erreicht die Fläche wieder für y = 4^ ihren grössten 

und für y = J (a -h tt) ihren kleinsten Wertb und zwar ist 

4a^b^ 
ersterer = 2a6 , letzterer = --,-• 

102) Au fg. In der Peripherie einer Ellipse sind zwei Punkte gegeben ; 
man soll einen dritten so bestimmen, dass der Flächeninhalt 
des durch diese drei Punkte bestimmten Dreiecks ein Maxi- 
mum oder Minimum wird. 

Lös. Wenn der erste Punkt durch die rechtwinkeligen Coordinaten 
a und ß', der zweite durch a" und ß" gegeben sind, wenn 
ferner a die halbe grosse und 5 die halbe kleine Axe 
der Ellipse bedeutet , so dass ihre Gleichung wird y ^ 

±L — Vö* — ^^5 dann wird die Abscisse des dritten Eckpunkls 

.. . . a(ß' — ß") 

des gesuchten grössten Dreiecks = , . \ . „ , /. ; > 

wozu natürlich zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe der 
Ordinate gehören, so dass zwei Dreiecke erhalten werden. 

I03a) Au fg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Viereck einge- 
schrieben werden. 
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Lös. Die Gleichung der Ellipse sei — +-^ sb= 1. Bezeichnet man 
die rechtwinkeligen Coordinaten der Eckpunkte des gesuchten 
Vierecks der Reihe nach mit x^, y^; x^^y^\ x^^yz'-» ^4*^41 
so fuhrt die Methode der unbestimmten Multiplicatoren aul 
Bestimmungsgleichungen für ^1 > ^i ; . . ., die nicht von ein- 
ander unabhängig sind, woraus folgt, dass es unendlich viele 
grösste Vierecke gibt. Da sich lerner zeigt, dass a?3 = — x^. 

^3==— yi; ^4 = — ^1 ^4 = — ^2; ^ ■^=— T2 sein 
muss, so sind diese Vierecke Parallelogramme, die erhalter 
werden, wenn man die Endpunkte conjugirter Durchmessei 
durch Gerade mit einander verbindet. Der Flächeninhalt 
eines jeden solchen Vierecks ist demnach s 2ab. 
103b) Au fg. In eine gegebene Ellipse soll das grösste Parallelogramn 
eingeschrieben werden , welches einen gegebenen spitzei 
Winkel a enthält. 
Lös. Nach der vorhergehenden Aufgabe werden die Diagonalen des 
gesuchten Parallelogramms conjugirte Durchmesser sein, unc 
man hat daher nur noch die Aufgabe zu lösen, diese conju- 
girten Durchmesser so zu bestimmen, dass das Parallelogramm 
dessen Diagonalen sie sind, den gegebenen Winkel a enthält 
Ist die Gleichung der Ellipse —j+ -—^ = 1, so sind die Coor 
dinaten der Eckpunkte des verlangten Parallelogramms 



1)^1 = +«y^i + -a2!j52COtga; y^ « +6 y i_ ^-?^_ 



cotga 



2) ^2 =— «Y i + -2_^-^cotga; ^2 =— ft -y^ i — ^-pcotga 

3) x^ -=— «Y i — ^:^-pCorga; ^3 = + * Y ^"*" a'^^—h^ ^^^^ 

4) x^ = + aY ^ — ^ft^^^^K^' ^4= ~^Y ^"*" <^^— ft' ^^^^^l 

Aus diesen Werthen folgt noch beiläufig, dass es für a einei 

Grenzwerth gibt, dass nämlich immer tanga^-j — ry sein musa 
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104) Au fg. Iii eine gegebene Ellipse soll das grösste Dreieck eingeschrie- 
ben werden. 

Lös. Ist die Gleichung der Ellipse *~2 + f2 = 1» ^^^ bezeichnet 
man die Coordinaten der Eckpunkte des gesuchten Dreiecks 
ABC der Reihe nach mit a?i,^i; 072,^2'? ^3)^3» so folgt aus 
demselben Grunde, wie in Aufgabe 103a), dass es unendlich viele 
der Ellipse eingeschriebene, grösste Dreiecke gibt. Die Gleichung 

der Sehne BC ist y—y^^ l^3"J^2 (^^_^^^ — ^__ (a;— ^Cj); 

demnach ist diese Sehne der im Punkte A an die Ellipse ge- 
legten Tangente parallel. Ebenso findet sich, dass die Sehne 
AB der Tangente in C und die Sehne AC der Tangente in 
B parallel ist. Alle diese Dreiecke haben denselben Flächen- 
inhalt = iV^ a6, und der Mittelpunkt der Ellipse ist ihr ge- 
meinsamer Schwerpunkt. 
105a) Aufg. Man bestimme den Flächeninhalt der Ellipse 

i(a;— a)2+25(i»— a)(y — /9) + C(y— /5f)^ + l = 0, wo 
a und ß die Coordinaten des Mittelpunktes bedeuten. 
Lös. Bezeichnet man den Coordinatenwinkel mit cd und die Coordi- 
naten irgend eines EUipsenpunktes mit x und y, so sind die 
Halbaxen a und 6 dieser Ellipse resp. das Maximum und 
Minimum des Ausdrucks 

r = V(^— a)-^ + (y — ßy + 2{x — a) (y~ß) cos w , 
und der Flächeninhalt der Ellipse ist bekanntlich = abn. 
Zur Bestimmung des Productes ab hat man daher, wenn man 
noch den unbestimmten Multiplicator l einfuhrt, die Function 
F = (x—ay + (jf—ßY + 2{x—a) (y—ß) cos w + 

+ A [i {x—ay 4- 2B{x—a) {y—ß) + C(y—ßy + 1] 

zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Multiplicirt 

SF dF 

man die Gleichung 5— ä mit a?, die Gleichung ^ ae 

mit y und addirt, .so erkennt man, dass für den Fall eines 
Maximums oder Minimums X ss r^ wird. Die quadratische 
Gleichung 
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(46— *2)A2+(i + C— 2ßcosw)A+sinV=0 ergibtsodann 

sin w 
ijAj == aH^ Ä -— — , und daher ist der gesuchte Flftchen- 

mhalt s= 



4ac— b^ 

105b) Au Fg. Man bestimme, den Cubikinhalt des auf rechtwinkelige 
Coordinaten bezogenen £llipsoids 

üiix'^ + «22^* + «33^* + 2ö23y;8f+2<ii3a;^+ 2fl|2icy — ooo — 0. 
Lös. Auf analoge Weise, wie in der vorhergehenden Autgabe 
erhilt man <ür den gesuchten Cubikinhalt 

i^4o ^ 



'23 



/ 2 2 *• /Tk 

, \ (/|| 022 «33 «11 «2 3 «22«i 3 «33 «1 2 + 2a|2«13«: 

106) Aufg. Um ein gegebenes Dreieck soll die ihrem Flächeninhalte 

nach kleinste Ellipse beschrieben werden. 

Lös. Das Dreieck ABC sei gegeben durch zwei Seiten iJB = a, 

AC :ss b und den eingeschlossenen Winkel y. Wählt man 

die Geraden AB und AC beziehungsweise zur Abscissen - und 

Ordinatenaxe eines schiefwinkeligen Axensystems, so kann 

die Gleichung der Ellipse geschrieben werden 

A(^jO'^ay-\-2B(x-a)(y-ß)-hC(y—ß)^'\-l = 0, 

wo a und ß die Coordinaten des Mittelpunktes bedeuten. 

Die drei Bedingungsgleichungen, welche ausdrücken, dass die 

EHipse durch die drei Punkte a; = 0,y=0;a; = 0, y=ft; 

X= a, y ^0 geht, ergeben 

. 2ß-h (2a^a)(2ß—b) 

a(ah-hßa—ab)' 2aß{ab-{-ßa—ab)' 

^ 2a — a 



ß{ab+ßa—ab) 
Nach Aufgabe 105a) ist der Flächeninhalt der Ellipse = 

a= ^ , , und man hat daher nur noch a und ß so zu 

ylAC — B^ 

bestimmen, dass AC — B^sss- v-» nV/~ i . /> iÄi — * — 

4a^ß^{ab -hßa — ab]; 

zu einem Maximum wird. Mdn findet 
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Der Flächeninhalt der kleinsten umschriebenen EUipse ist 
demnach s ^^3 tjc ab sin y^ ihr Mittelpunkt liegt im Schwer- 
punkt des Dreiecks und ihre beiden rechtwinkeligen Halbaxen 
werden 

4>/a^+6*+2a6 sin (r— 30°) + ^>/«^-|-&^— 2a68in(;^ + a00) 
und I yla^-hb'^ + 2ab sin (y— 30<») — ^yla^-hb^ — ^ab sin (^^+300). 

« 

107) Au fg. In ein gegebenes Dreieck soll die grösste Ellipse einge- 
schrieben werden. > 
Lös. Wenn die Bezeichnungen der vorhergehenden Aufgabe bei- 
behalten werden und die Gleichung der gesuchten Ellipse wieder 

ist, so folgen aus der Bedingung, dass die Ellipse die drei 

Geraden x =^0, y ssQ^ 1--^ 1 = berühre, die Werthe 

, 4ß^ „ 2(2ab+2ßa—2aß—ab) ^ 4«^ 

wo N:^{2ab-{'2ßa — 2aß — aby — 4a'^ß\ 

Der weitere Gang der Rechnung ist dem in der vorher- 
gehenden Aufgabe angedeuieten ganz analog. Der Flächen- 
inhalt der grössten eiDgeschriebenen Ellipse lindet sich » 
SS -^yjSTvab, siny, ihr Mittelpunkt ist wieder der Schwer- 
punkt des Dreiecks und ihre* beiden rechtwinkeligen Halbaxen 
werden 



^ V2 . Va^ + ft^ - gft . cos y -h V(a^ + 6^ - flfe . cos r)^ — 3a^6^ siny , 

^yl2,'Ja^-^b'^ — ab cos y — VC«^ -h b^ — ab cos y)* — 3aH' sinV . 

Die Berührungspunkte sind die Mittelpunkte der drei Seiten. 

108) Au fg. Die grösste Ellipse zu bestimmen, welche die vier Seiten 

eines gegebenen Vierecks berührt. 

(Man sehe die betrefiende Abhandlung von Gauss, Honatl. 
Correspondenz von Zach, Bd. XXII, Seite 112.) 

109) Au fg. Für welche Ellipsenpunkte ist der Abstand derselben von dem 

Punkte aJacO, y = — ß der kleinen Axe ein Maximum oder 
Minimum? 
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Lös. Sind o; « acos^, y = bsm^p die Coordinaten eines Punktes 
der iüUipse, so hat man den Ausdruck a*cos*^ + (6 sin y+/?)* 
zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Zunächst 
erkennt man, dass die gesuchten Punkte auf den Normalen liegen 
müssen , welche von dem gegebenen Punkte an die Ellipse 
möglich sind. Sodann findet sich 

1.) wenn ß > — j — für y = -^ ein Max. und für 
^ = |7r ein Min., 

(^ — h 7t 

2.) wenn ß < - — — \nr (p ^a — ein Min., 

A 

für cp = arcsm , .^ und für cp s=s tt — arcsm « ,« 
Maxima und für (p zss^rt ein Min., 

CL^— 6 7t 

3.) wenn /? = — -. — für ?) = -^ ein Max. und für 

g> =: ^7t ein Min. 

Da iT a= 0, y aa: — - — die Coordinatcu eines Punktes sind, 

welcher der Ellipsenevolute angehört, so ergibt sich also, dass 
von dem gegebenen Punkte zwei, drei zusammenfallende und 
eine vierte verschiedene oder endlich vier von einander ver- 
schiedene Normalen möglich sind, je nachdem derselbe ausser- 
halb, auf oder innerhalb der Evolute der Ellipse liegt. Der 

Winkel w kann mittelst der Gleichung sin q> bss ^ ^^- leicht 

construirt werden. 

110a) Au fg. Det elliptische Cylinder x^-{-4j/'^ — 1 = werde von der 

Ebene \x — y — |^ = geschnitten. Man bestimme für die 

Schnittellipse die Richtung und Länge derHalbaxen a und b, 

» 
sowie die Coordinaten x^, y^, h'y -- ^^^ ^^i* Scheitel. 

Lös. Setzt man fs^x^-^^'^+z^, (p^x^-i-iy^ — 1, tp = ^x — y — y, 
so hat man die absoluten Maxima und Minima der Function 

F = f—lir — 2fixp 
aufzusuchen. Hierbei bestimmen sich die Grössen Xy y^ z, A, fi 
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aus den Gleichungen p— =0, 0— =0, ^=0, yassO und 

1/; B 0. Es ergibt sich 

18 9 



Werden die Winkel, welche die Axen der Elh'pse mit den 
Coordinatenaxen einschliessen, beziehungsweise mit a^ ßi^ y^ ; 
^2> j^2> ^2 bezeichnet, so folgt 

cos ofj : cos/?i : cos/i = 4 : — 3 : 12, 
cosofj : COS/J2 2 cos;'2 = 12 : 4 : — 3. 
110b) Au fg. Man löse die nämliche Aufgabe tür die Ellipse, in welcher 

der elliptische Cylinder tq-tö + Q"^rä '^ -"^ ^^^ ^^^ Ebene 
i^ + iy — i8f = geschnitten wird. 
Lös. Man findet ^1 = 13*, Aj^flS^; iUi=db4, ^/2 = ±|V3; 
. ^1 «= —«2 == — 12, yy = — ^2 = — 3, ;^i = —5^2 = —^. 
^3 = — a^4 = 2>/3, »3 == — ^4 = — 6>/3, ^3 = —^4 = — f >/3; 

cos «1 : cosj8| : cosy^ = 12 : 3 : 4, 

cos 0f2 ,: cos /?2 : cos )^2 °= — 4 : 12 : 3. 
110c) Au fg. Man löse dieselbe Aufgabe für die Ellipse, in welcher das 
EUipsoid 2a;*H-5y* + jsf* = 1 von der Ebene \x^y — ^z *= 

geschnitten wird. 

144 

Lös. Es wird Ai = 44, Aj = 4i; A^i ■■ ± — ; , 

1 TT» !fTr.f-i 17^13.17 

144 



i"2 — ± 



29>/l3.29' 



4,3 12 

^i =— ^= — 77^.-^> yi=— '^2* -7^«-?^.^i=— ^2 



Vi37l7 ' ^* ■" ^' Vr3 .17 ' * ' >/i3 .17 ' 

9* 
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__ 12 _ _ 4 _ _ 3 

^3—^4- ^j3-29 . y3--y4- ^j^-29 ' "«—"*- - ^13729 ' 

ö *= V^i = Vtt' fr = >/^2 = Vif; II) 

cosa^ :cos/9| : COS}"! == 4: — 3: 12, 

cos 0^2: cos /?2 «^os 7^2 = 12: 4: — 3. 

111) Aufg. Es ist die grösste Ellipse zu bestimmen, die erhalten werden 

kann, indem man einen gegebenen geraden Kreiskegel durct 
eine Ebene schneidet. 
Lös. Bezeichnet man den Neigungswinkel der Schnittebene gegen 
, die Basisebene mit 9>, den Winkel des Kegels mit 2a, so nmsa . 

sin 29p s 2 sin 2a ^ 

sein, woraus hervorgeht, dass ein Maximum nur dann existirt^ 
wenn 2a < 30« ist. 

112) Aufg. In einen viereckigen Thurm, dessen Tiefe h ist, will man 

einen Balken von der Länge m{m^h) hineinschaffen. Welche 
Höhe h muss die Thüre des Thurmes wenigstens haben, wenn 
Seitenbewegung des Balkens ausgeschlossen ist? 
Lös. Man denke sich den Balken so bewegt, class seine Enden 
beziehungsweise auf der innern Rückwand des Thurmes und 
auf dem Erdboden gleiten. Jede Lag«, dje der Balken hier- 
bei annehmen kann, bedingt eine gewisse Höfaie y der Thure; 
des Thurmes. Bezeichnet x den Neigungswinkel des Balkens 
gegen den Erdboden, so wird y = msin^z; — 6tanga:. Offen- 
bar ist die gesuchte kleinste Höhe der Thüre gleich dem 
Maximum von y\ d. h. es ist 

h a= {mi — h^)^ oder A* + ft^ ™ w*. 

Beispiel: m»31i', 6 « 16', A = 6f'. 

}13) Aufg. Aus einem runden Baumstamme den Balken von der gröss- 
ten relativen Cohäsionskraft auszuschneiden. 
Lös. Heisst die Breite des Balkens. o;, die Höhe y^ so hängt nach 
dem Gesetze der Mechanik die Grösse der Cohäsion ab 
von xy"^. Das Maximum dieses Productes findet statt für 
go = ^^d*, wenn d der Durchmesser' des runden Baum- 
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Stammes ist. Die geometrische Construction ergibt sich 
hiernach leicht*) 

tl4) Au fg. In welcher Höhe über einem in einer Ebene liegenden 
Punkt A muss ein Licht £ von der Intensität t angebracht 
werden, damit ein in derselben Ebene liegender Punkt B 
möglichst hell erleuchtet werde? 

1 ' ' T ü Ä 

f Lös. Die Lichtstärke hängt ab von dem Ausdruck —tjWö^' 

Heisst daher a die Entfernung des Punktest von A, so muss 
das Licht in der Höbe avi über A angebracht werden. 

115) Aufg. Ein Körper bewegt sich von einem Punkte C zu einem 

Punkte D über eine gerade Linie AB hinweg und zwar von 
C zur Linie AB mit der Geschwindigkeit c und von AB zu 
D mit der Geschwindigkeit c\ Wie ist der Punkt B auf 
der Linie AB zu wählen, damit die auf Zurücklegung des 
Weges CED verwandte Zeit ein Minimum werde? 
Lös. Es seien die Entfernungen CH und DG der Punkte C und 
B von AB mit p und q bezeichnet, GHssmy HEssx^ so 

ISV I — • 1 n I III I I ST ->— ■ C • C m 

Heissen die Winkel, welche die Linien CE und ED mit 
dem auf AB in £ errichteten Lothe EI bilden, a und ß, 
so ist sina:sin/$ SS c': c". (Man vergleiche das Gesetz 
über die Brechung der Lichtsirahlen, sowie bei 98a) das 
Gesetz über Zurückwerfung derselben.) 

116) Aufg. Ein Mann, der sich mit einem Bote in einer Entfernung von 

3 Meilen (engl.) vom nächsten Punkte des Ufers befindet, 
wünscht einen zweiten Punkt am Ufer, der vom ersten 
5 Meilen entfernt ist, in kürzester Zeit zu erreichen. Wenn 
nun der Mann in der Stunde 5 Meilen weit gehen, aber nur 

4 Meilen weit rudern kann, so wird gefragt, wo er landen müsse. 
Lös. Eide Meile vor dem zu erreichenden Orte. 



*) Ueber dieselbe Aufgabe vergleiche man: Heis Sammlung von Bei- 
spielen u. Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik und Algebra § 108. 22. 
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117) Au fg. Bei welcher Stellung erscheint Venus, unter der Voraus- 
setzung, dass die Bahn des Planeten eine kreisförmige ist, 
am hellsten? 
Lös. Es befinde sich die Sonne in S, die Erde in £, Venus in t?, 

SE == a^ Sv SS 6, Ev s x^ der Radius 

der Venus ä q. 
Es stehe der Durchmesser gh senkrecht 
auf Sv, und der Durchmesser cd senk- 
recht auf Ev, 
Die für die Erde sichtbare Lichtphase bestimmt sich aus 
dem Winkel gvd = 180® — EvS, und ist = ^tcq^ — ^ng^cosgvd 
= i 7rp2 (1 + cos EvS). 

Die Helligkeit der Venus steht im geraden Verhältnisse mit 
1-i- cos EvS und im umgekehrten quadratischen Verhältnisse 

mit X. Setzt man 1+ cos EvS = ^tt , so 

2bx 

wird die Helligkeit ein Maximum für das Minimum von 




{x + by 



w 



X' 



hieraus : a? = — 26 + ^6* + 3a*. Setzt 



man a = 1, 6 = 0,7233317, so ergibt sich x = 0,430358, 
L gvd ^62^ 4! 2^'\2, ^Ä^i; = 39^43' 28",2 (Elongation 
der Venus). Bei einer synodischen Umlaufszeit der. Venus 
von 584 T. gehört zu der angegebenen Elongation eine Zeit 
von 64 Tagen. Das grösste Licht der Venus hat also im 
Mittel 64 Tage vor und nach der untern Conjunction mit der 
Sonne statt. 
118) Auf g. Welche Werlhe der Veränderlichen x^y,ß machen die 
Function /^ = äj» + 3>/2 . x^z + ^xß'^ + >/5 . ^^ 4.3 ^5 ^ y^ij^ 

+ V2. ^^— 3a;— 3^5.^—3 >/2.^-l- Const. 

zu einem Maximum oder Minimum, und welche ertheilen 

ihr Sattelwerthe ? 

Lös. Maxima treten ein für die Werthegruppen — 1, — 1, 0; 

0, 0,-1, Minima für 1, 1,0; 0, 0,1 und Sattelwerthe für 

1,-1,0; -1, 1,0; t., 41 -ylh -Tf'-Vf Vf- 
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119) Au fg. Man beantworte dieselben Fragen für die Function 

F = x^-{-3x^y + 3x'£t + 3xy^ + 3xß^ — 18xff0 + y ^ + 3y^0-{- 

-\-3y0^ + ;8f« — 3a?— 3y — 3;sf + Const. 
Lös. Für die Werthegruppe 1, 1, 1 tritt ein Minimum, für — 1, 

— 1, — 1 ein Maximum ein^ und die 6 Werthegruppen 1,0,0; 

— 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, ~ 1, 0; 0, 0, 1 ; 0, 0, — 1 ergeben Sat- 
telwerthe. 

120) Au fg. Es ist dieselbe Aulgabe zu lösen für die Function . 

p as 0?*— |a?'Ä + 3xz^^y^ +fy»je?—3yjsi*—3a;-h3y-|- Const. 
Lös. Ein Minimum tritt ein für die Werthegruppe 1,--1, 0, ein 
Maximum für — 1,1,0. Die Gruppen 1,1,0; — 1,-1,0; 
0, 0, 1 ; 0, 0, — 1 ; 1, 1, 1 ; — 1, — 1, — 1 liefern Sattel- 
werthe. 



Capitel Vm. 

An'vrendaiig der Dlfferenflalrechnung auf die Untersuchung 

der Curren und OberflSehen. 

§. 22. 

A. Ebene Curven. Eine ebene Curve kann dadurch auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen werden, dass man entweder 
1) die Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben als Functionen 
einer unabhängigen Veränderlichen t darstellt, 

oder 2) eine Gleichung zwischen x und y festsetzt 

welcher die Coordinaten eines jeden Curvenpunktes genügen müssen oder 
3) die Ordinate eines beliebigen Curvenpunktes als Function der Ab- 
scisse ausdrückt, 

Hierbei kann man sich die Gleichung F(Xy y) ^0 durch die Elimination der 
Grösse t aus den Gleichungen x ss (p[t) und y s \p(i) und die Gleichung 
y s f(x) durch die Auflösung der Gleichung F(x^ y) = nach y ent- 
standen denken. 

Tangente und Normale. Entsprechend diesen drei Formen erhält 
man für die trigonometrische Tangente des Winkels a, den die geome- 
trische Tangente der Curve in irgend einem Punkte o;, y mit der positi- 
ven XAxe bildet, die Ausdrücke 

dF 

tanc« - ^?M- - i^ - !^ - fUxS 

^ - y'(0 " dF -^dx^f ^^^• 

Trägt man demnach von dem Punkte x, y aus in der Richtung der X-, 
resp. FAxe die Strecken (Componenten) ^'(j) und ifß\t) oder 1 und 
f{x) auf, so liefert die Diagonale des hierdurch bestimmten Rechtecks 
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(Resultireiiide) der Richtung und Länge nach die zugehörige Tangente. 
Im Falle die Gleichung der Curve in der Form F(x, y) = gegeben ist, 
empfiehlt es sich, zunächst die Normale der Curve zu construiren, de- 
ren Componenten in de^i soeben angedeuteten Sinn p- und p- sind. 

Die Resullirende fällt hierbei in denjenigen Theil der Ebene, in welchem 
die Function F{x^y) positive Werthe besitzt. 

Wird das Bogendifferential mit ds bezeichnet, so ist 

und man erhält ferner 

dx dx 



cosa 



yldx' + dy^ ^ 

dy dy 

sm OL « — = - - 



^ •:: 



4dx'^ 4- (/y2 ds 

Die Gleichung der Tangente im Punkte x,y der Curve wird, 

wenn |, r^ die laufenden Coordinaten bedeuten, 

g— a; _ r]—y 
dx dy >' 

~di dt 

Die Gleichung der durch den Punkt x^y gehenden Normale ist 

S(l-^)>|(,-y)-o, 

?—x __ Tj — y 
dF_ ^ dF_ ' 
dx dy 

dx ,1, X 

''-^ — ^(^-*^- 

Man nennt Tangente und Normale im engeren Sinne oder 
schlechtweg Tangente und Normale diejenigen Stücke der glcichbenannten, 
unb^gren^iten Geraden, welche zwischen dem Berührungspunkt der Tan- 
gente und der XAxe liegen. Die Projectionen dieser Stücke auf die 
XAxe heisseu beziehungsweise Subtangente und Subnorm^le, 
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Führt man für diese vier Grössen die Zeichen 7, Ny St und Sn ein, so 
erhält man 

' sin« ^ dy ^ V \dy1 ' 

cos« " dx " S \dxl 

dl 

S,= ycotga=ly---y-g^, 

da; 

dF 

^ dy dx 

Asymptoten. Eine Tangente der Curve, deren Berührungspunkt 
unendlich weit entlernt ist, die selbst aber nicht ihrer ganzen Ausdehnung 
nach im Unendlichen liegt, heisst eine Asymptote der Curve. 

Die Gleichung einer Asymptote wird im Allgemeinen in einer der 
beiden Formen geschrieben werden können . 

y as: mx + n, x^ss f,iy-\' y, 
und es bestimmen sich m, n, ^, v aus den Gleichungen 

m«= lim -^, tt = lim {y — mx)\ 

X 

fims lim — , V = lim {x — fiy), 

Ist die Curve eine algebraische vom nten Grade, so kann ihre 
Gleichung, wenn man in U/^ alle homogenen Glieder Ärter Ordnung zu- 
sammenfasst, in die Form gebracht werden 

Die Gleichung der Tangente einer solchen Curve ist dann 

a?^ + y g- j a= IMIo + (n — 1) Wi + . . . . +2tt»-2+l . ttn-l. 

Ausgehend von dieser Form der Tangentengleichung, in welcher x 
und y nur noch im (n — l)ten Grade erscheinen, können die Asymptoten 
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einer Curve nten Grades aut folgende Weise gefunden werden: Man be- 
stimme die n Werthe von — , welche der Gleichung -^ = genügen, 

behalte hierauf in der vorstehenden Tangentengleichung nur die Glieder 
(n — l)ter Ordnung in x und y bei und setze, nachdem man noch durch 

x"^"^ dividirt hat, für das Verhältniss -^ der Reihe nach die gefundenen 

X 

Werthe in die resultirende Gleichung ein. Jede solche Substitution 
ergibt dann im Allgemeinen die Gleichung einer Asymptote der Curve. 

In manchen Fällen gestattet folgende ModiGcation des angegebenen 
Verfahrens eine rasche Bestimmung der Asymptoten einer algebraischen 
Curve: Setzt man in der gegebenen Gleichung nten Grades y sa zx und 
dividirt dieselbe durch o?**, so wird sie im Allgemeinen folgende Form 
annehmen: 

Wenn nun -^ ae i? für a? = <x) einer endlichen Grenze m zustrebt, 

X 

so hat man zur Bestimmung derselben die Gleichung 

lim q>{z) =/y (m) = 0. 
Substituirt man hierauf 

in die obige Gleichung und entwickelt die Functionen <p{ß\ ^i(^),9)2(^)v- 
nach steigenden Potenzen von — , multiplicirt die sich ergebende- Glei- 
chung mit X und macht x =^ qo, so erhält man eine Beziehung zwischen 
m und n as lim/ = lim (y — nix)s aus welcher sich für jedes bestimmte 

m im Allgemeinen ein bestimmter Werth für n ergibt. Die Gleichung 
der betreffenden Asymptote lautet dann y »= mx + n. 

Den hier angegebenen Methoden liegt die Voraussetzung zu Grunde, 
dass die Gleichung, aus welcher die Grenzwerthe des Verhältnisses 

— = isr zu bestimmen sind, keine mehrfachen Wurzeln besitze. Aus d<^m 

X 

Angedeuteten ist jedoch leicht eKßichllich, wie die Untersuchung in den- 

Sohncktt's Aiifgabensammlniig. L 10 
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jenigen Fällen weiter zu führen wäre, wo in den Gleichungen — = 

und 9p(m) =: mehrfache Wurzeln auftreten. ^< 

Höchste und tiefste Punkte. Für einen aus der Gleichung 
f{(c) = bestimmten Werth x ^s^x^ erreicht die Ordinate der Curve 
y = f{x) einen grössten oder kleinsten Werth, je nachdem die erste der 
folgenden Ableitungen fix), f"ip)^ • • • > welche für o? = a?o i^icht ver- 
schwindet, von grader Ordnung und negativ oder von grader Ordnung 
und positiv ist; dagegen tritt weder ein Maximum, noch ein Minimum 
ein, wenn die erste nicht verschwindende Ableitung von ungrader Ordnung ist. 

Convexität und Concavität. Eine Curve ist im Punkte x^y 
naeh der positiven Seite der FAxe concav oder convex, je nach- 

dem für diesen Punkt -r4 S ist. 

dx^ 

Unter dem Contingenzwinkel einer Curve versteht man den 
Winkel, den zwei benachbarte Tangenten, also auch zwei benachbarte 
Normalen der Curve mit einander bilden; er ist gleich dem Differential 
da des Winkels a, den die Tangente mit der positiven XAxe einschliesst. 

Man findet für rechtwinklige Coordinaten 

in , » j. ßx\^ jdy dxd^y — dyd^x 
.\ &^'^ da = cos»« dtang« = y d£ = ^-^' 

Berührung der Curve n. Wenn zweiCurven in einem gemein- 
samen Punkte noch eine gemeinschaftliche Tangente besitzen, so berüh- 
ren sie sich in diesem Punkte. Die Art der Berührung kann jedoch 
eine sehr mannigfache sein. Beschreibt man in dem betrachteten Punkte 
einen Kreisbogen mit dem an der Grenze unendlich kleinen Radius r 
und bezeichnet dasjenige Stück desselben, welches zwischen den gegebenen 

Curven liegt, mit (7, so kann man das Verhältniss — nach steigenden 

r 

Potenzen von r entwickeln, wodurch man etwa erhalten wird 

— = Ar^ 4-Är**+"' -I 

r 

Man nennt nun Ordnung der Berührung oder des Contactes 
der beiden Curven in dem betrachteten Punkte den niedrigsten in der 
obigen Entwicklung auftretenden Exponenten von r. 
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In dem Falle, wo die als Functionen der Abscisse betrachteten 
Ordinalen beider Curven in der Nähe des gemeinschaftlichen Punktes 
eine Entwicklung nach dem Taylor'schen Lehrsatz gestatten, erhält diese 
Definition folgenden, für die unmittelbare Anwendung geeigneten Ausdruck : 
Zwei Curven gehen in einem bestimmten Punkte , welcher für keine der- 
selben ein singulärer ist, einen Contact nter Ordnung mit einander ein, 

wenn für diesen Punkt die Ordinate und die n ersten Ableitungen y, 

dti d^v 

-^ , . . . -j~ für beide Curven gleich sind, während die (n 4- 1) ten Ab- 

leitungen verschiedene Werthe haben. Dabei haben die Curven (n + 1) 
benachbarte Punkte mit einander gemein und schneiden sich in dem 
betreffenden Punkte gegenseitig oder berühren sich , ohne einander zu 
schneiden, je nachdem n eine grade oder ungrade Zahl ist. Voraus- 
gesetzt wird hierbei, dass die beiden Curven gemeinsame Tangente nicht 
parallel der FAxe sei. 

Der Krümmungskreis einer Curve im Punkte x^y hat ausser 
dem Punkte Xy y im Allgemeinen noch zwei benachbarte Punkte mit der 
Curve gemein. Sein Radius q heisst der Krümmungsradius und 
sein Mittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt. Der letztere kann 
auch als der Durchschnitt zweier benachbarten Normalen betrachtet 
werden. Einige der gebräuchlichsten Ausdrücke für den Krümmungs- 
radius in rechtwinkligen Coordinaten sind: ^ ^ 

^ ^ da^ dxd^y — dyd^x 4{d}xy + {d}yy—{dhy "^ ^ ^ 

ds 



W\rA X als unabhängige Veränderliche betrachtet, so ist 



Q = 



v-m\ 



d^y 



dx^ 
und für die Form F(x, y) = der Curvengleichung wird 
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\dy f dx^ dx dy dx Sy \dx J 8y^ 

Bezeichnet man die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes für 

den Funkt x^ y mit X, F, so ist 

oder X = x-^^ ^r^ , F=y+ ^^'^^ 



Evolute und Evolvente. Der geometrische Ort der Krum- 
mungsmittelpunkte einer Curve heisst die Evolute (developpee) der gege- 
benen Curve, während die gegebene Curve selbst die Evolvente (develop- 
pante) der letzteren genannt wird. Sind die Coordinaten x, y eines beliebigen 
Punktes der gegebenen Curve durch eine dritte Veränderliche t ausge- 
druckt, so werden auch die Coordinaten X und F eines Punktes der 
Evolute im Allgemeinen als Functionen derselben Veränderlichen erschei- 
nen. Gelingt es, in diesem letzteren Falle die Grösse t, oder in dem 
Falle, wo x die unabhängige Veränderliche ist, mit Hülfe der Gleichung 
der gegebenen Curve die Grössen x und y zu eliminiren, so erhält man 
eine Gleichung zwischen X und F für die Evolute. 

Die Normale der Evolvente ist zugleich Tangente der Evolute. 
Ferner lolgt aus der leicht zu beweisenden Gleichung dQ Ä^rfX*-f-rfF^, 
dass die Bogenlänge zwischen zwei Punkten der Evolute gleich dem Un- 
terschied der zu diesen Punkten gehörigen Krümmungsradien der Evol- 
vente ist. Man kann sich daher die Evolvente entstanden denken durch 
Abwicklung eines unausdehnbaren Fadens, welcher in jeder seiner Lagen 
Tangente an die Evolute ist. 

Wenn die Gleichung der Evolute gegeben ist, so findet man für 
den dem Punkte X, F entsprechenden Punkt der Evolvente die Glei- 
chungen , '. 

. « X-5§, , - Y-S%, 

WO S die Bogenlänge der Evolute bezeichnet, gezählt von dem Punkte 
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an, in welchem die Abwicklung beginnt, bis zu dem Punkte X, F. 
Können mit Hülfe der Evolutengleichung die Grössen X und Y elimi- 
nirt werden, so erhält man eine Gleichung zwischen x und y für die 
Evolvente. 

Singulare Punkte. Diejenigen Punkte, in welchen die Curve 
von der Convexität zur Concavität übergeht und umgekehrt, heissen 
Inflexions- oder Wendepunkte, für einen aus der Gleichung 
f\x) » bestimmten Werth a von x tritt jedesmal ein Wendepunkt 
ein, wenn von den Ableitungen f"\x), f^^{x) etc. die erste für a; = a 
nicht verschwindende von ungrader Ordnung ist. Die Tangente in einem 
Wendepunkte (Wendetangente) hat daher mit der Curve stets eine 
ungrade Anzahl (wenigstens drei) benachbarte Punkte gemein und schneidet 
die Curve. In einem solchen Punkte ist der Krümmungsradius unendlich 
gross, und man kann somit in manchen Fällen zur Bestimmung der 
Wendepunkte einer Curve eine der Gleichungen benutzen, die erhalten 
werden, indem man die Nenner der verschiedenen Ausdrücke für^ gleich 
Null setzt. 

Ein Punkt, in welchem sich zwei oder mehrere Zweige einer Curve 
schneiden, heisst ein Doppelpunkt, resp. ein mehrfacher Punkt 
der Curve. Ist F{x, y) = die Gleichung einer Curve und wird voraus- 
gesetzt, es lasse sich die Function F(x,y) nach ganzen positiven Poten- 
zen von X — x^ und y — y© entwickeln, wo Xq und y© zwei beliebige 
specielle Werthe der Veränderlichen x und y bedeuten, so kann nach 
dem Taylor'schen Satze geschrieben werden 

Wenn dann F(a?o'yo)==0 ist, so ist der Punkt rro,^o ®io Punkt der 
Curve, und die Tangente in diesem Punkte hat die Gleichung 



+ 
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rc-\ as und (3—1 = 0, so ist der 

Punkt a?07 ^0 ^^^ Doppelpunkt. Jede Gerade durch den Doppelpunkt 
kann in gewissem Sinne als Tangente angesehen werden; die Curve 
besitzt aber ausserdem im Allgemeinen noch zwei eigentliche Tangenten, 
welche beide zugleich durch die Gleichung 

dargestellt werden. Je nachdem die beiden so bestimmten Tangenten 
reell und verschieden, reell und zusammenfallend oder imaginär sind, ist 
der Punkt a;o> ^0 ein gewöhnlicher Doppelpunkt, ein Rückkehrpunkt 
(Spitze), sofern in diesem Punkte nicht Selbstberubrung der Curve 
stattOndet, oderein isolirter oderconjugirter Punkt (Einsiedler). 
Verschwinden für a; == (Tq 9 y = Vo ^uch noch die zweiten Ableitungen, 
so ist der Punkt ein dreifacher, und die gleich Null gesetzten Glieder 
dritter Ordnung ergeben die zugehörigen Tangenten. U. s. f. 

Das Auftreten eines singulären Punktes ist daher im Allgemeinen 
an die Bedingung geknüpft, dass gleichzeitig 

sei. Genügen die Werthe XQy y^ diesen drei Gleichungen , so lässt sich 
das Verhalten der Curve im Punkte XQ^y^ auf folgende Weise ermitteln: 
Man denkt sich den Punkt Xq, y^ mit einem kleinen Kreise vom Radius 
q umgeben und bestimmt die Punkte, welche dieser Kreis mit der zu 
untersuchenden Curve gemein hat, d. h. man setzt in die Gleichung der 
Curve B{x, y) = 

aJ = a?o + ecosy, y==yo + ^siny 
und sucht diejenigen Werthe von y, für welche F((>, q>) verschwindet. 
Dabei wird es im Allgemeinen hinreichen, nur die Glieder niedrigster Dimen- 
sion in ^, welche nicht identisch verschwinden, zu berücksichtigen. Die 
Anzahl und gegenseitige Lage dieser gemeinsamen Punkte lässt dann im 
Allgemeinen beim Uebergang zu einem unendlich kleinen q die Natur *der 
Curve in diesem Punkte erkennen. 

Zur Bestimmung der Gestalt singulärer Curvenelemente kann in 



151 

manchen Fällen auch folgende Methode mit Vortbeil angewendet werden : 
Wenn oß^j y^ die Coordinaten des singulären Punktes sind, so denke man 
sich die Tangente in diesem Punkte zur Abscissenaxe und die Normale 
zur Ordinatenaxe eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt 
und entwickle x und y nach steigenden Potenzen einer dritten unabhän- 
gigen Veränderlichen f, so dass man etwa erhält 

x—Xq = aP + fli?'"+i + • • • , ' 

y — yo = 6^« + 6j?«+l H , 

wo n > 9n ist und a und h von Null verschieden vorausgesetzt werden. 
Dann können vier Fälle eintreten: 

1. Wenn m eine ungrade und n eine grade Zahl ist, so liegt in 
der, Nähe des Punktes ^, y^ die Curve auf derselben Seite der Tangente 
und auf beiden Seiten der Normale, und die Singularität besteht darin, 
dass die Tangente mit der Curve einen Contact von höherer als der ersten 
Ordnung bildet. 

2. Wenn m und n ungrade Zahlen sind, so liegt die Curve zu 
beiden Seiten sowohl der Tangente, als der Normale, und der Punkt 
^o'^o 1^^ ci^ Wendepunkt. 

3. Ist m eine grade, n aber eine ungrade Zahl, so liegt die Curve 
auf beiden Seiten der Tangente, aber auf derselben Seite der Normale. 
Die Curve bildet in diesem Falle im Punkte a\), ^o ^i"^ Spitze erster 
Art. 

4. Wenn endlich m und n grade sind, so liegt die Curve sowohl 
auf derselben Seite der Tangente, als auch auf derselben Seite der Nor- 
male, und die Curve besitzt in dem betrachteten Punkte eine Spitze 
zweiter Art oder einen Schnabel. 

Polarcoordinaten. Wenn die Gleichung einer Curve in Polar- 
coordinaten F(r, y) = oder r a=s/*(y) gegeben ist, so erhält man 
leicht sämmtliche bisher angeführten Grössen mittelst der Transforma- 
tloDsformeln 

o; SS r COS9), y === ^sin y, 
wobei r denLeitstrahl (Radius vector) und 9) denPolarwinkel 
(Abweichung) bedeutet. Es ist z.B. 
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, sm o) -7- + r cos 9> ,» ^ +21^— I — r-^ 

dy^ ^ (tq> d^y \rfyf dq)^ ' 

dx'^ dr . ' do^ "" / dr 
cos9> 



— rsin?) fcos^) -^ rsmyr 



Ferner wird das Bogendifferentiai 

ds = ylJdry -^Jrd^^ , 
der Contingenzwinkel 

der Krümmungshalbmesser 



S J^ 



(/« (2s \dtp 



ydw) 



s 



Die Coordinaten des Krummungsmittelpunktes sind 



X = rcosy — 



\d(pf d^^ 



r 



■'-^a - 



dq)^ 

Für die Untersuchung einer auf Polarcoordinaten bezogenen Curve ist es 
häufig zweckmässig, den Winkel d- in Betracht zu ziehen, den der Leit- 
strahl eines Punktes mit der durch den Punkt an die Curve gezogenen 
Tangente bildet. Es ist 

•^ = a — y, d^ssda — dy, 

sm^Ä — — , cos^a=-r-, tang^= — -• 
ds ds dr 

Errichtet man auf den Radius vector im Pole eine Senkrechte, 
welche die Tangente und die Normale der Curve schneidet, so erhält 
man, entsprechend den Bezeichnungen für Parallelcoordinaten , indem 
man an Stelle der XAxe die erwähnte Senkrechte setzt, die Polar- 
tangente, — normale, — subtangente, — subnormale. 

Es ist 



158 



@.-r«^,@» = 



ir 



Wenn dem Werthe y = a ein unendlich grosser Radius vector r 

entspricht, so besitzt die Curve eine diesem Radius vector parallele 

r^dw 
Asymptote, falls für 9> =» a die Subtangante — ^^ — einen endlichen Werth 

behält. ^ 

B. Raumcurven. Eine doppelt gekrümmte Curve oder eine 
Raumcurve kann dadurch gegeben werden, dass man die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, » eines beliebigen Punktes derselben als Functionen 
einer vierten Veränderlichen t darstellt: 

Kann aus diesen drei Gleichungen ^ie Grösse t eüminirt werden, so er- 
hält man zwei Gleichungen 

^ii^y y^ ^) « 0, F^{X, y, ;8f) = 0, 

welche, zusammengenommen, die Curve als Durchschnitt zweier Flächen 
erscheinen lassen. 

Bezeichnen a^ ß, y die Winkel, welche die Tangente an die 
Curve im Punkte x, y, mit den Coordinatenaxen einscfaiiesst, so 
findet sich 

dx a ^y de 

cosa == -T-j cos/y = 3^, cosy = -j- , 
ds ds ds 

wo ds as yfdx'^ -f- dy^ + dz^ 

das Bogendifferential der Curve bedeutet. 

Es sind demnach die Gleichungen der Tangente im Punkte x^y^z 

g— fl? _ v—y _^ C— ^ 

dx dy d[0 ' 

^ "dt dt 

und die Gleichung der Norisalebene in diesem Punkte wird 

f(l-«)+|(,-»)+^«-')-o. , 

Diejenige Ebene , welche zwei benachbarte Curvenel^mente oder 
ausser dem Punkte x,y,0 noch die zwei benachbarten Curvenpunkte 
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enthält, heisst die Osculations- oderSchmiegungsebene oder auch 
die Krümmungsebene der Curve im Punkte x,y^0. Ihre Gleichung 
lautet : 

A{^-x) + B{f]-y) + C(t-z) = 0, 
wo A^dyd^z — dzd^yy B = dzd'^x — dxd^0^ C = dxd^y — dyd^x. 
Die Normale dieser Ebene im Punkte x,y,z heisst die Binormale der 
Curve , weil sie auf zwei benachbarten Curvenelementen zugleich senk- 
recht steht. Sind l, fi, v die Winkel, welche dieselbe mit den Coordina- 

tenaxen einschliesst, so ist 

, Ä B C 

cos A = -yr , COS ^ =s= -^ , COSV == "^ , 

WO D = V^» + J»2 + C2 ^ dsyJid^xy + (d^y)^ + (d»^)* — (dh)* = 

Wird der Winkel zweier benachbarten Tangenten oder der Con- 
tingenzwinkel mit dT bezeichnet, so findet sich 

= V(d cos a)* + (dcos ß)^ + (rf cos y)* . 
Das Verhältniss des Contingenzwinkels dt zum Bogendifferential 
ds heisst die erste Krümmung der Curve oder die Krümmung in 
der Osculationsebene. Bezeichnet man den Radius der ersten Krümmung 
mit Q, so hat man 'die Beziehungen ^ 

7 , ds ds^ 

Unter der Hauptnormale der Curve im Punkte Xjy,iS versteht man 
diejenige Normale, welche in der Osculationsebene liegt. Werden die 
Winkel, welche sie mit den Coordinatenaxen bildet, mit a, 6, e bezeichnet, 
so findet sich 

dcosa ds . dcosS ds 

d — 

dcosY ds 

COSC 8== j-^ == p«-7-. 

' dT ^ ds 
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In der Hauptnormale liegt der Krümmungsmittelpunkt, dessen 

Coordinaten sind; 

.dx jdy jd^ 

^T ^T~ ^T 

Man nennt den Winkel, den zwei benachbarte Osculationsebenen 
mit einander bilden, denSchmiegungs-(Torsions-) oder Windungs- 
winkel. Wird derselbe mit dd- bezeichnet, so ist 

Wenn für alle Werthe von x^y^ß die Grösse d^ = oder der Zähler 

von d^, d. i. die Determinante 

dx dy dz\ 

d}x d}y d^0 = 

d^x d^y dH 
ist, so ist die Curve eine ebene Curve. 

Zwischen den Winkeln a, 6, c; (x^iß^y "^^ Kl^i'^ bestehen folgende, 

von Frenet herrührende Formeln: 

dcosa (fcosA . dcosß dcosti 

cosa ^ j^, C086 ^— = _-^. 

dcosy dco&v 

Das Verhältniss des Schmiegungswinkels zum Bogendiiferential 

heisst die zweite Krümmung oder die Windung (Torsion) der 

Curve, und der reciproke Werth r der zweiten Krümmung 

ds 

wird der Radius der zweiten Krümmung genannt. 
Zuweilen wird die Grösse 

dk « yldT^-^d»^ 
als Winkel der ganzen Krümmung der Curve bezeichnet. Es ist 
diess der Winkel^ den zwei benachbarte Hauptnormalen mit einander ein- 
schliessen. Nach Analogie der ersten und zweiten Krümmung einer 
doppelt gekrümmten Curve wird das Verhältniss 

dk _ /Jdtx^ (dd-\^ _ /l 1 J_ 
ds ^ VW ^ß^J "V "^"^l^** R* 
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die ganze tirümmung und die Grösse R* der Radius der ganzen 
Krümmung der Curve genannt. (Scbell.) 

Die £bene, welche im Punkte x^y^z senkrecht steht aui der 
Hauptnortnale, heisst rectificirende Ebene. lhr.e Gleichung ist 

cosa (f — x) + cosft (i? — y) + cos c(f — si) = 0. 
Die Schnittlinie zweier benachbarten rectificirenden Ebenen heisst recti- 
ficirende Kante. Bezeichnet man die Winkel, welche die rectificirende 

Kante mit den Coordinatenaxen einschliesst, mit a*, 6*, c*, so ist 

^ dd' dT . R* . Ä* , 

cosa* = -r^cosa -|--t7C0sA ä — cosa H cosA, 

dk dk r q 

cos 6* =s -rr cosa + -77- cos u «= — cosp H cosxi, 

dk ^ dk r '^ Q 

^ d» dT R* . fi* 

cos c* ä: -77- COS Y -{--TT COS V = — cosv H cosy. 

dk ' dk r ' (f 

Diejenige Kugelfläche, welche in einem bestimmten Punkte der 
Raumcurve vier unendlich benachbarte Punkte mit der Raumcurve 
gemeinsam hat, heisst Schmiegungskugel der Raumcurve in diesem 
Punkte. Ihr Mittelpunkt, welcher der Schnittpunkt dreier benachbarten 
Normalebenen ist, hat von der Oseulationsebene den Abstand 

dd' da 

Der Radius R der Schmiegungskugel ergibt sich aus der Gleichung 

Die Schraubenlinie, welche kn Punkte Xfy,ß mit der Raumcurve 
alle hier berechneten Grössen, mit Ausnahme der Schmiegungskugel, 
gemein hal, wird die osculirende Helix der Curve genannt. Die 
Axe des Rotationscylinders, auf welcher dieselbe liegt, ist der rectificiren- 
den Kante parallel. Werden die Coordinaten eines Punktes dieser 
Schraubenlinie gegeben durch die Gleichungen 

X =:mcosg>, ^r^msin^), igs=ng>, 
so sind die Constanten m und n zu bestimmen aus den Gleichungen 

m n 

wo Q und r die Radien der ersten und zweiten Krümmung der vorlie- 
genden Ha'imcurve im Punkte x,y,is sind. 
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C. *Krumnie Oberflächen. Eine krumme Oberfläche kann 
aUgemein gegeben werden durch dcei Gleichungen, welche die rechtwink- 
ligen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Fläche als Functionen 
zweier unabhängigen Veränderlichen- u und v darstellen: 

X SB /;(«!, v), y = f^{u, v\ = f^{u, v). 

Gelingt es, hieraus die Grossen u und v zu eJiminiren, so erhält man 
eine Gleichung zwischen x.y^s als Gleichung der Fläche 

f(p^ yy ^) = 0, 

welche durch Auflösung ttticfa a, falls dieselbe möglich ist, die Form 
annimmt 

4 

Es werde zur Abkürzung gesetzt 

Die Gleichung der T angential ebene an die Fläche im Punkte x, y,0 ist 

oder ?— iSf SS p($— a:) + g(i; — y). 

Sind X, F, Z die Cosinus der Winkel, welche die Normale im Punkte 

x^y^^ mit den Coordinatenaxen einschliesst, so wird 

W, dx' ^'^ W dy' ^^ W 80 ' 
oder wenn die Fläche durch die Gleichung s= f(x, y) gegeben ist 



WO 



und die Gleichungen der Normale sind demnach 

g— «^ y—y l—l 

dx dy 80 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der Tangentialebene 
bis zur 
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Ebene der YZ wird = xy^ l + (|f+(Sf =— ^ ' ^ 



dx 



?> 



>» j» 






Jede durch die Normale im Punkte x, y, g gelegte Ebene schneidet die 
Fläche in einer Curve, welche Normalschnitt genannt wird. Bildet 
die Tangente an den Normalschnitt im Punkte Xj y, ß die Winkel a, ß, y 
mit den Coordinatenaxen, so ist der Krümmungsradius JR des Normal- 
schnittes 

Ä= ^l + p2 + ^2 ^ 

r cos^a + 2« cos a cos /? + tco&^ß 
Der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes, dessen Ebene durch 

dieselbe Tangente (a, ß, y) geht und mit der Ebene des Normalschnittes 
den Winkel cd bildet, hat zum Ausdruck 

Q :siRco^(ü, (Satz von Meunier). 
Unter sämmtlichen Normalschnitten im Punkte x^ y, gibt es im Allge- 
meinen zwei, deren Krümmungsradien resp. ein Maximum R^ und ein 
Minimum JR2 sind. Diese Normalschnitte, deren Ebenen senkrecht aui 
einander stehen, werden Hauptnormalschnitte und die zugehörigen 
Krümmungsradien Hauptkrümmungsradien genannt. Die Richtun- 
gen der Hauptnormalschnitte sind bestimmt durch die drei Gleichungen 
[jpqt— (1 + q^)s] cosV + [(1 + P^)t— (1 + q^) r] cos acosß-h 

-{- [(1 + p^) s — pqr] cos*« e= 0, 
cos^or + cosV + cos^y = 1, 
cosy == pcosa + gcosj^, 

während die Hauptkrümmungsradien sich ergeben aus den Gleichungen 

\ ff gt 

,r-7r-Ä -7- ,p- , (Gauss^sches Krümmungsmass.) 

Ä1Ä2 (l+J>^ + 9) 

— +— a i^ /i .-?. 2x?^ ' (Mittlere Krümmung). 
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Zwischen dem Krümmungsradius R eines beliebigen Normalschnitles, 
dessen Ebene mit der Ebene von A^ den Winkel g> bildet und den 
Hauptkrümmungsradien besteht die Beziehung 

1 cos*9P , sin^<3P .^ . ü 1 \ 

-^Ä p + p ' (Satz von Euler.) 

Ein Punkt, in welchem die Hauptkrümmungsradien und in Folge dessen 

die Krümmungsradien sämmtlicher Normalschnitte einander gleich sind, 

heisst ein Kreispunkt oder ein Nabelpunkt der Fläche. (Umbilicus). 

Das Vorkommen eines Kreispunktes bedingt das gleichzeitige Bestehen 

der Gleichungen 

r * «, * 

1 +|>* "~ 1 +5* pq 
Cylinderflächen. Eine cylindrische Oberfläche entsteht im 

Allgemeinen durch die Bewegung einer geraden Linie, die während ihrer 

Bewegung einer andern festen Geraden parallel bleibt und immer durch 

eine gegebene Curve, die Leitcurve, geht. 

Seien die Gleichungen der beweglichen Geraden 

ax-\'by + cjef s= a, 
ax-hb'y-i-cis == ß. 
Hierin sind a, 6, c, a , b\ c als constant, a und ß dagegen als verän- 
derlich- zu betrachten, so jedoch, dass ßs=g>{a) irgend eine Function 
von a sein muss, die von der Natur der leitenden Curve. abhängt. Dem- 
nach sind sämmtliche Cylinderflächen in der Gleichung enthalten 

ax + b'y + cz = ^{ax -hby -{- cz\ 
Durch Differentiation und Elimination der willkürlichen Function g> erhält 
man hieraus die parlielle Differentialgleichung der Cylinderflächen 

{tb — cb')'P'^{ac — ac)q — (b'a — 6a') = 0, 
welche ausdrückt, dass die Tangentialebene an den Cylinder beständig der 
Geraden öa? + 6y + cjS? == 0, ax + b'y + c'^ = parallel bleibt. 

Kegelflächen. Eine conische Oberfläche wird durch die 
Bewegung einer geraden Linie erzeugt, welche beständig durch einen 
gegebenen festen Punkt und durch eine gegebene Curve, die Leitcurve, 
geht. 

In den Gleichungen der erzeugenden Geraden 



leo 

X — «_ y — h _ — c 

4 ~ Ä ~ C 
X — a A V — 6 B a 

sind «, bj Cj die Goordinaten des gegebenen festen Punktes, als constant, 
a und ß dagegen als veränderlich anzusehen, so zwar, dass ß sbs ^(a) 
irgend eine von der Natur der leitenden Curve abhängige Function von 
a ist. Die GieichQngen sämmtlicher Kegelfläcben siad demnach von der 
Form 



— C ^ \0 — cf 



Die partielle Differentialgleichung der Kegelfiächen 

zeigt, dass j^de Tangentialebene einer contsehen Oberflache ^ölurob den 
Mittelpunkt der Fläche geht. 

Rotationsflächen. Eine Rotationsoberfläche entsteht durch die 
Bewegung eines Kreises vod veränderlichem Raditis, dessen Mittel- 
punkt stets auf einer gegebenen geraden Linie (Rotationsaxe) 

X —a ^ y — h e — c 

bleibt, während seine Ebene beständig senkrecht zu di/eser Geraden ist. 
Ein Kreis im Raum wird bestimmt als Schnitt einer Kugelfläche mit 
einer Ebene. Die Gleichungen des beweglichen Kreises werden demnach 
sein (a?— a)*+(y — 6)2 + (;5i— c)» 5= /? 

Ax -\- By -[- C» ^ a. 

Hierin sind die Grössen a, b, c; A, B, C constant, wäh^ead zwischen 
den Veränderlichen a und ß eine Bedingungsgleichii-og ß' k <]p(a) statt- 
finden muss, welche von dem Gesetze abhängt, nach welchem 4er Radius 
des beweglichen Kreises sich ändert. Die Kenutniss einer ebenen o4er 
doppelt gekrümmten Curve, welche auf der Fläche liegt und ^urcb deren 
Rotation man sich die Fläche entst^den denken kaon, vjejfibX im Allge- 
meinen zur Bestimmung der Function 9? bin. Die Gloicbuog der Rota- 
tionsfläche wird demnach die Gestalt haben 

{x—ay -f- {y—by + {0—cy = y (4a; -I- ^tf + C0), 
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Die partielle Differentialgleichung der RotationsoberflSchen lautet 
p lB{s-c)—C{v - 6)] +9 [q^-fl)— i(^— c)] — [^(y— 6)— Ä(a?-o)] ^ 0. 
Enveloppen. Wird in der Gleichung einer ebenen Curve 
U CS f{x^ ^, a) SB der Parameter a variabel gedacht, so entspricht dieser 
Gleichung eine ganze Schaar von Curven. Zwei Curven der Schaar, 
welche benachbarten Werlhen von a entsprechen, werden sich im Allge- 
meinen schneiden. Für die Schnittpunkte bestehen gleichzeitig die 
Gleichungen 

ü = 0, 1^ = 0.' 
öa 

Die Elimination von a aus diesen Gleichungen, sofern dieselbe möglich 
ist, ergibt eine Relation zwischen x und y^ F{x^y) asOy welche unab- 
hängig von dem speciellen Werth von a ist und somit die Gleichung der- 
jenigen Curve darstellt, in welcher sämmtliche Schnittpunkte benachbarter 
Curven der Schaar liegen. Diese Curve F{Xyy):ss:0 wird die einhül- 
lende Curve oder die Enveloppe, die Curvenschaar UesO dagegen 
die eingehüllte (enveloppee) genannt. Die einhüllende Curve hat in 
jedem ihrer Punkte eine gemeinschaftliche Tangente mit der gegebenen, 
ihrer Form und Lage nach veränderlichen Curve. 

Denkt man sich ebenso in der Gleichung der Fläche U=f{Xi y, ;e?,a)=0 
den Parameter a stetig veränderlich, so stellt diese Gleichung eine Schaar 
von unendlich vielen Flächen dar. Zwei benachbarten Werthen von a 
entsprechen zwei Flächen der Schaar, welche sich im Allgemeinen in 
einer Curve schneiden, die Charakteristik genannt wird. Für die- 
selbe gelten demnach die Gleichungen \ 

da 
Durch Elimination des Parameters a aus diesen beiden Gleichungen er- 
hält man eine Gleichung zwischen x,y,ß, welche allen Charakteristiken 
zukommt. Es ist diess die Gleichung der einhüllenden Fläche. 
Die Schnittpunkte zweier benachbarten Charakteristiken genügen den 
drei Gleichungen 

Sohnc'ke's ▲ufgabensammlang. 1. 11 
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Gelingt es, aus diesen drei Gleichungen a zu eliminiren, so erhält man 
zwei Gleichungen zwischen x^y^z, welche diejenige Curve darstellen, 
auf welcher die Schnittpunkte je zweier benachbarten Charakteristiken 
liegen. Diese Curve führt den Namen Rückkehrkante oder Wen- 
dungscurve oder Gratlinie. (Arete de rebroussement). Sie wird 
ebenso von allen Charakteristiken berührt^ wie die einhüllende Oberfläche 
von allen eingehüllten. 

Abwickelbare Flächen. Wenn die veränderliche Fläche, deren 
Gleichung (7 = nur von dem einzigen willkürlichen Parameter a ab- 
hängt, eine Ebene ist, so heisst ihre Enveloppe eine developpable 
oder abwickelbare Fläche. In diesem Falle ist die Charakteristik 
eine gerade Linie, und die ganze Fläche kann als aus lauter ebenen 
Elementen bestehend angesehen werden. Da diese unendlicih schmalen 
Elemente sich längs gerader Linien an einander anschliessen, so können 
sie in eine Ebene ausgebreitet oder abgewickelt werden. Zwei benach- 
barte Erzeugende einer developpablen Fläche schneiden sich in einem 
Punkte; die Gesammtheit dieser Punkte bildet eine Raumcurve, die 
Rückkehrkante der developpablen Fläche. Die Erzeugenden der de- 
veloppablen Fläche sind die Tangenten der Rückkehrkante; die Ebenen, 
welche zwei benachbarte Erzeugenden enthalten, also die Tangentialebenen 
der developpablen Fläche, sind die Osculationsebenen der Rückkehrkante. 
Man kann sich daher jede developpable Fläche entstanden denken sowohl 
als Enveloppe der Tangenten einer Raumcurve, als auch als Enveloppe 
der Schmiegungsebenen derselben. 

Wenn z = ax-hby-i-c 

die Gleichung der beweglichen Ebene ist, welche in allen ihren Lagen 
Schmiegungsebene einer gegebenen Raumcurve sein soll, so werden die 
Coefficienten h und c Functionen von a sein , b = SP(a)) c s= i/^(a), 
welche abhängen von der Natur der gegebenen Raumcurve. Man hat 
demnach 

= aa? + y(a).y + i//(a). 
Denkl man sich von einem Punkte der Curve, welcher einem speciellen 
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Werthe von a entspricht, zum nächstfolgenden übergegangen d. h 
differentürt man diese Gleichung in Bezug auf a, so erhält man 

0- „^M«).^(?). 

^ da» ■*■ da* 
Die beiden ersten Gleichungen gehören der Charakteristik der Fläche 

an. Gelingt es, aus denselben die Grösse a zu eliminiren, so erhält man 
die Gleichung der developpablen Fläche; die Elimination von a aus allen 
drei Gleichungen würde zwei Gleichungen zwischen x, y, z ergeben, welche 
der Rückkehrkante der Fläche zukommen. 

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung erhält man 
p Ä a, g =s q>(a) oder q = qp(p). 
Eine Fläche^ist daher abwickelbar, wenn zwischen y und q eine Bezie- 
hung besteht, die von a;, yy z unabhängig ist. Die Gleichung z^ss^ax -\- 
+ y(a) . y + t/^(a) liefert jetzt als eine weitere Form der Gleichung einer 
abwickelbaren Fläche 

&~fx—qy = i//(p). 
Aus der Gleichung q = 9>(p) ergibt sich endlich noch 

und hieraus durch Elimination von 9>'(|>) die partielle Differentialgleichung 
der developpablen Flächen 

s* s r^. 



§.23. Beispiele. 

A. Ebene Curven. 
Tangenten und Normalen. 

1) A u fg. Es ist zu zeigen, dass das Stück der Tangente an die Curve 

a;^ + y^ = a^, 
welches zwischen den beiden Coordinatenaxen liegt, die constante Länge 
a hat. 

2) Au ig. Welche Bedingung muss zwischen £ unde^ bestehen, damit 

die Ellipse — ^-1 — ^^ ^ »1, wo 6 < 1, 

^ a^ a\l — BT) 
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x^ y^ 



und die Hyperbel -j^ — f — = 1, wo e^ > 1, 

sich unter rechten Winkeln schneiden? 

Lös. Es muss ae^Aeit d.h. die beiden Kegelschnitte müssen 
confocarsein. 

3) Au fg. Man zeige, dass sich sämmtliche Curven, deren Qleichung 

ist, indem n verschiedene constante Werthe beigelegt werden, in dem 
Punkte a, h berühren. 

4) Auig. Es soll bestätigt werden, dass die höchsten und tiefsten 

Punkte der Curve 

(a?2 + y2)2 _ ß2(a?2 — y«) = 0. (Lemniscate) 

auf dem Kreise a?* + y*a= ^ liegen. 

5) Aufg. Betrachtet man in der Gleichung 



2f 2p^ ■ 4p^ 

C als variablen Parameter, so soll für die durch diese Gleichung darge- 
stellte Curvenschaar der Ort der Punkte bestimmt- werden, in welchen 
die Tangenten der XAxe parallel sind. 

Lös. Der gesuchte Ort ist die Parabel x^ ^ 2py. 

6) Aufg. Auf welcher Curve liegen die Punkte, in denen die 

Tangenten an die einzelnen Curven der durch die Gleichung 

^ ^ . sinoj+cosa? . 
y = (7e*-|- 2 1 

dargestellten Curvenschaar mit der positiven XAxe einen Winkel von 
45^ einschliessen ? 

Lös. Der gesuchte geometrische Ort ist die Curve y ss sina;. 

7) Aufg. Fällt man von einem festen Punkte A aus Perpendikel 
auf sämmtliche Tangenten einer ebenen Curve, so bilden deren Fuss- 
punkte eine neue Curve, welche die Fusspunktencurve der gegebe- 
nen Curve für den Punkt A als Pol genannt wird. 

Wenn dem Punkte P der gegebenen Curve ein Punkt n der Fuss- 
punktencurve entspricht, so soll gezeigt werden, dass die Tangente an 
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die Fusspunktencurve im Punkte n ebenfalls Tangente an den Kreis ist, 
der über AP als Durchmesser beschrieben wird. 

8) Au fg. Man bestimme für den Coordinatenanfangspunkt als Pol 
die Fusspunktencurve der Curve 

/ mV* 

1. 

L.Ö8. Die Fusspunktencurve hat die Gleichung 



mnn 



n n 



Für a = 6 und n s= f (Vergl. Aufg. 1) erhält man hieraus 

Für die gleichseitige Hyperbel, 6 ss aV — h n.3s2, ergibt sich die 
Lemniscate 

9) Aufg. Man zeige, dass die Fusspunktencurve der Curve 

3 V 

r TT asec' ^ 
o 

für den Pol des Coordinatensystems eine Parabel ist 

10) Aufg. Es soll bewiesen werden, dass die Fusspunktencurve 
der Curve 

r^ SS a'^cos ny 
für den Pol des Coordinatensystems wieder eine Curve. von derselben 
Art ist. 

11) Wenn eine Curve A längs einer zweiten Curve B in derselben 
Ebene rollt, ohne zu gleiten, so beschreibt irgend ein mit der Curve Ä 
fest verbundener Punkt eine Rolllinie oder Roulette. 

Es soll gezeigt werden, dass die Normale in einem beliebigen Punkte 
der Roulette durch den entsprechenden Rerühningspunkt der Curven A 
und B^ geht. (Descartes). 

Asymptoten. 12) Aufg. Es sind die Asymptoten folgender 
Curven zu bestimmen: 
' • a) y^ + x^ — 3axyB^0. (Folium von Descartes). 
Lös. y sss — X — a. / ^ 

^ ,jXi)) a?y»—a; + 2y—l = 0. 

Lös. 0? = 0, y =^ ±1. 
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\vV^ Lös. y = |a;, y = —x±a. 

Lös. y^x^y^ — X — 2, y = 2a; + l. 

e) xy*^ 4- ya;* = a*. 
Lös. x=0, y = 0, ys= — a:. 

f) rcosy = acos2^. 
Lös. rcos9> sss — a. 

g) r* = a* ^ • 

^ cos y 

Los. 9> := -^• 

h) rfp = a. (Hyperbolische Spirale). 

Lös. rsin5P = a. 
i) r cos 29p Ä 11. 

Lös. r(singp±cos5p) =db-i=* 

Singulare Punkte. 

Wendepunkte. 13) Au fg. Man bestimme die Wendepunkte 
folgender Curven: 

a) y OS a* -^s — -.♦ 

1^ _ „ k-=a(2+>/3), _ j«, = «(2-V3), 
«-«8- ?- «• 1 <» 1+V3 g -1+V3 

Die/ drei Punkte liegen au! der Geraden y — a = — \(x-ha). 
M) y = 3a?« — 2a?«. 

Lös. ä;= 0, y »0; a? Ä 1, y == 1. 
Die Gerade y = ist eiile fänfpunktig berührende Wendetangente. 

c) x^^ — aa7y — 6*y= 0. • (Trident von Newton). 
L ö s. a; = 0, y = 0. 

d) y=:3Ä;5 + 5a?* — 10a;» — 30a;* + 4aj+8. 
Lös. a; = + l, y=:— 20. 

^er Punkt a? == — 1, y «= — 14 ist kein Wendepunkt 
'^ e) y « sin%. 
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Lös. X = nn, y = 0, wo n eine ganze Zahl bedeutet; 
X «= arctang (±V2), y = (|)*. 

f) y=^a? — |sinrc + YVsin2a;. 

Lös. Die Punkte x = 2^7r, ^ =: Xr7r,-wo j: irgend eine ganze Zahl 
bedeutet, sind Wendepunkte, welche beziehungsweise mit den Geraden 

y sd kn fünf unendlich benachbarte Punkte gemein haben. Die Punkte 

2it+l 
X a= (2k + l)7r , y ■= — ^ — n sind gewöhnliche Wendepunkte. 

g) r^ s a' cos29>. (Lemniscate). 

Lös. r = 0, 9)==±-j-* 

h) r = 



y*— 1 

Lös. »"^-ö"' 9^ = =tV3. 
i) r = ay*. 

Lös. r = a[— n(n+l)] ^, y = [—n (« + !)]*• 
Für n = — 1 verliert dieses Resultat seine Bedeutung. Die Spirale, die 

sich für n = — 1 ergibt, nämlich r = — ist bekannt unter dem Namen 

Li tu US. Sie besitzt einen Wendepunkt für r = V^a 9 9> = ^^ 

14) Au fg. Wenn in den folgenden drei Gleichungen a einen 
variablen Parameter bezeichnet, so wird der geometrische Ort der Wende- 
punkte sämmtlicher Curven der durch diese Gleichungen gegebenen Cur- 
venschaaren verlangt. ^ 

2») y = -ö- + ösina?. 

x^ • 

Lös. y =! 2" + ^' 

b) y = 



• V 



Lös. jf = i. • 

c) y = ae* — x^ — 1. 
L ö s. y = — a?* + 1. 

15) Aufg. Es sind die Singularitäten folgender Curven zu unter- 
suchen: 



/ 



1«8 
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y* + a?* — 3(W?y = 0. (Folium von Descartes). 

Lös. Der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein Doppelpunkt, 
und die Coordinatenaxen sind die Tangenten in demselben. 
J^ a?*— 2ay» — Sa^y* — 2a*a;2 + a* = 0. 
' Lös. Die Curve besitzt drei Doppelpunkte: 

c) T^S^ +»'*«'• (Conchoide). 

Lös. Der Punkt a? c= 0, y = — ft ist ein Doppelpunkt, ein Rück- 
kehrpunkt erster Art oder ein isolirter Punkt, je nachdem 6 = a ist. 
ä) y* + 0?* — 2fly « + 26a?y = 0. 

Lös. Der Coordinatenanfangspujikt ist ein dreifacher Punkt. Die 
Tangenten an die drei Curvenzweige sind bestimmt durch 

ix dx }l a 

e) (rr^ .+ y^y—4:a^x^y^ « 0. ( Vergl. Aufg. 8.) 

Lös. Der Coordinatenanfangspunkt ist ein vierfacher Punkt. Die 
Coordinatenaxen sind di^Tangenten an die vier Curvenzweige. 

f) a;* + y* — 2a*(a;* + y*)+a* = 0. 

Lös. Die vier Punkte ic = ^' ^^^^'^ ^ "^^ ^^' 

x=±a, y- 0./g=±>/2 

sind Doppelpunkte. Wenn eine Curve vierter Ordnung vier Doppel- 
punkte besitzt, so muss sie in Curven niedrigerer Ordnung zerlallen. Die 
vorliegende Curve zerfallt in die beiden Ellipsen a:2 4-V2a?y +y2 - a* = 
und x^—4^xy-\rtp' — o* = 0. 

g) 05* + a?*y * — 6fla;*^ + a^y* = 0. 

Lös. Die Curve berührt sich selbst im Coordinatenanfangspunkte, 



veu 
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und (]ie XAxe ist diß gemeinsame Tangente der sich berü))renden Cur- 
ven^weige. 

h) {by — cä:)2 - (a; — a)5 = q 

Lös. Die Curve kann auch dargestellt werden durch die Gleichungen 

y «= — (öc + cfi + 1^). 

HC 

Der Punkt x=: a, y sas — ist ein singulärer. Die Tangente in diesem 
Punkte hat die Gleichung 

Bezeichnet man die Coordinaten eines Curvenpunktes in Bezug auf diese 

Tangente als Abscissen- und die zugt^hörige Normale als Ordinatenaxe 

mit ^ und rj, so hat man zu setzen 

ac b . y. ac c , . 

y-T + T^^-") , y-y-yC^-«) 



wodurch man erhält 

Da hier m s= 2, n = 5 ist (vergl. § 22) , so bildet die Curve in dem 
betrachteten Punkte eine Spitze erster Art. 
i) y— ft a=(ic— a)* + (rc — a)K 

Lös. Setzt man x —asst^^ =rj^ 

y-b^t^^-fi^l 
so ist m a= 4, n = 12. Folglich ist der Punkt a; = a, y = 6 ein Ruck- 
kehrpunkt zweiter Art; die Tangente in diesem Punkte ist der yAxe 
parallel. 

^2 . «'y 



1 



k) x^ — ax^y — axy^-\ ^ b=0. \ 

Lös. Drückt man x und y als Functionen der dritten Veränder- 
lichen t aus, wornach z. B. 

X a= Ol*, 






11* 



V 



# 
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so erkennt man, da ms=2, 11 = 4, dass die Curve im Coordinaten- 
anfangspunkte eine Spitze zweiter Art bildet. Die X Axe ist die zugehö- 
rige Tangente. 

) (y^ — a?*)*--a?*sina: = 0. 

Lös. Betrachtet man nur Punkte der Curve, die in dem Intervall 
von X = bis xss n liegen, so findet man, dass im Coordinatenanfangs- 
punkte sich vier Zweige der Curve zu zwei Spitzen erster Art vereinigen. 

Der Punkt x=s -^ , y ssO ist ein Doppelpunkt , dessen Tangenten be- 
stimmt sind durch die Gleichung ^ = dz -7- * 
m) X s= r(y> — siny), 

y = r(l — cosy). (Cycloide). 

Lös. Entwickelt man sin 9 und cos 9) nach steigenden ganzen 
Potenzen von 9», so wird 

^"^""(I" )^^' 

Da hier m=:2^ n = 3 ist, so sind der Coordinatenanfangspunkt 

uild die Punkte x = 2k7t, y = 0, yvo k irgend eine ganze Zahl bezeich- 
net, Ruckkehrpunkte erster Art. Die Tangenten in diesen Punkten sind der 
YAxe parallel, 
n) «V — 2d^{a+x)xy -\- a{a +xyx^ — a;* = 0. 
Lös. Zunächst kann man schreiben 

X = at\ y = a{t^ + 1* + 1% 
und man erkennt, dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein singulärer 
Punkt ist. Wählt man hierauf die Tangente in diesem Punkte y — x=zO 
und die Normale ^+0; = zu neuen Coordiaatenaxen , so erhält man 
mittelst der Formeln 

f - »_±_? rj - Ml^ . 
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Die Cttrve besitzt somit im Punkte x=sO, y 3= eine Spitze zweiter Art. 
o)(y + a;+l)* = (l-a;)*. . 

Lös. Werden die Coordinaten eines Punktes der Curve ausge- 
drückt durch eine dritte Veränderliche t * 

x—l^—t\ 

so ergibt sich, dass der Punkt xas 1, y ^ — 2 ein singulärer ist. Die 

Tangente in diesem Punkte hat die Gleichung {y-i-2) + {x — 1) = 0. 

Macht man nun diese Tangente zur Abscissen-, die zugehörige Normale 

zur Ordinatenaxe eines neuen Coordinatensystems vermittelst der Formeln 
_ (!,+ 2) + (x-l) _ -(y + 2) + (x-l) 

' Vi ' V2- 

so wird § ^ = — , V = -j=. , 

>/2 V2 

und man erkennt, dass die Curve in dem betrachteten Punkte eine Spitze 
erster Art besitzt 

p) y^ + ax* — 6*«y' =0. 

Lös. Im Coordinatenantangspunkt besitzt die Curve einen drei- 
fachen Punkt, einen Wendepunkt und eine Spitze erster Art. 

Anm. Die meisten in dieser Nummer enthaltenen Curven 6nden 
sich in dem Werke von Gramer: Introduction ä Tanalyse des lignes 
courbes. (Genf 1750). 

Berührung der Curven. 

16) Auf g. Man bestimme die Parabel, deren Axe der Ordinaten- 
axe parallel ist und welche mit der Curve 

x^ 

im Punkte x =s a, y ^ a einen Contact von möglichst hoher Ordnung 
bildet. 

Lös. Die Gleichung der Parabel ist Ix — -^1 == 'o'iy'^"^)' 

17) Aufg. Es ist zu zeigen, dass der Kreis 

a:* + y^— 6(a; + y) + 10 = 
und die Curve V^-l-vy«2 



•1 
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im Punkte x^y := 1 einen Contact driilei* Ordhung itait einander 
eingehen. 

18) Auf g. Es sollen die beiden Parabeln bestimmt werden, deren 
Axen den Coordinatenaxen parallel sind und welche im Pühkte ^ = a^ 
y= 2a mit dem Kreise a?* + y^ = 5ä* einen Contact zweiter Ordnung 
bilden. 

Lös. Die Gleichungen der gesuchten Parabeln sind 

/ a\* IßaJlla \ 
und {x-^j « _(— -y|. 

19) Au fg. Es ist der geometrische Ort der Mitteljpunkte derjenigen 
Ellipsen zu bestimmen, deren Axenrichtung bekannt ist und welche mit 
einer gegebenen Curve in einem gegebenen Punkte derselbe^ einen 
Contact zweiter Ordnung bilden. 

Lös. Der gesuchte Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, welche 
durch den gegebenen Punkt geht. 

20) Aufg. Man bestimme die Asymptoten der Evolute der Curve 

y = tanga?. 

21) Aufg. Wird der Krümmungsradius in irgend einem Punkte 
einer Curve mit q bezeichnet, so soll bewiesen werden, dass der Krüm- 
mungsradius der Evolute dieser Curve in dem entsprechenden Punkte 

-^ ist. 

QOS 

22) Aufg. Man berechne den Krümmungsradius der Curve 

r =s a sin 29>. 

(4a2 — 3r2)t 
Lös. ^ = -^-^--g— . 

23) Autg. Man bestimme den Krümmungsradius für die Pascal'- 

sehe Schnecke. 

r = a + 6cos9). 

^'^- ^ = -3^r + 26^^^«* • 

24) Aufg. Es soll die Evolute der logarithmischen Spirale 

gefunden werden. 
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Lös. Bezeichnet p den Abstand des Poles von der Tangente in 
eineiü beliebigen Punkte dör Curve, so kann die Gleichung der Curve 
auch geschrieben werdet! in der Form 

Wenn r und p dieselbe Bedeutung für die gesuchte Evolute haben, 

wie r und p für die gegebene Curve, so hat man die Beziehungen 

dr 
p'^=sr^ — p\ r'* = r* + ß* — 2pß, p==r-j-- 

Führt man für q seinen Werth ein, so erhält man 

/ r 

d. i. die Gleichung einer Spirale, welche der vorgelegten ähnlich ist. 

25) Au fg. Es soll bewiesen werden, dass in solchen Punkten 
einer gegebenen Curve> in welchen der. Krümmungsradius einen grössten 
oder kleinsten Werth erreicht, der Krümmungskreis mit der gegebenen 
Curve einen Contact dritter Ordnung bildet. 

26) Aufg. Von welcher Ordnung ist die Berührung der beiden Curven 

X = 2((p — siny),/ , /« N| 

y = 2(1— cos 9))) ^ ^ • 
im Coordinatenanfangspunkte? 

Lös. Die Ordnung des Contactes ist f* 

27) Aufg. Von welcher Ordnung ist die Berührung der beiden 

Curven 

y =i x^ und y s= a?* 

im Coordinatenanfangspunkte? 

Lös. Die Ordnung des Contactes ist \> 

(In dem Werke: Traite decaicul diff. et de calc. integral von J. Bertrand 

wird im L Theil, pag. 571 irrthümlich | als Ordnung des Contactes 

angegeben). 

Untersuchung einiger Curven. 

28) Aufg. Es soll die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte 
untersucht werden. 

Lös. Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts ist 
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y^ CBS 2i^x =F nic*, 
wo iür den Fall , dass n = wird , die Gleichung y^ « 2fx die der 
Parabel ist; ^^= 2p^ — no?' ist die Gleichung der Ellipse und 
y* == 2|?a? + na?* die der Hyperbel. Die Grösse 2p heisst der Parameter 
der Curve und ist die durch den Brennpunkt gehende, auf der Hauptaxe 
senkrecht stehende Sehne. 

Fleissen a und h resp. die halbe Haupt- und Nebenaxe der Ellipse 
und Hyperbel, so ist 



Ä — und n = -^ = -*-• 
a a* a 

dy «p =F na? 



dx y 

Die Gleichung der Tangente an einen Punkt (x\ y) ist 

y—y = -^/ — (a?— a;). 
Für a? = wird «/ = ^; hieraus die einfache Construction 

y ^ 

einer Tangente im Punkte {x\ y') eines Kegelschnitts. Der Ausdruck 

vx * 

y = ^ wird Iür die Parabel = |y . Da Iür y = oo auch y =: c» 

ist, so hat die Parabel keine Asymptote. Für die Ellipse und Hyper- 
bel ist 

px' p 



db ^2px =F nx^ 

± 



Für x' = oo erhält man nur bei der Hyperbel den Grenzwerth 

P 
y =5 — ^-= = ± &, wenn man für p und n die oben angegebenen Aus- 

drücke einsetzt. Es hat also die Hyperbel zwei Asymptoten. Setzt man 
in der obigen Gleichung der Tangente a?' es oo und y = 0, so erhält 
man bei der Hyperbel das zu y 3= gehörige x = — a. 

Die Gleichungen der Asymptoten der Hyperbel sind also 

-f- =1 und— -f =1. 

a a 

Für die Parabel ist 
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die Gleichung der Tangente :y — y =-^{x — x') oder: yy =p(x+x')\ 

die Gleichang der Normale : y — y' = — — {x — x). 

T = yl2px+4x^=:^y^'\-4x'^, St = 2x\ 
N = ylp{2x'-^p) = Vy* +P*» Sn == p, also constant. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind 

X « 3x-hp, 

r—t. 

Der Krümmungshalbmesser ist 

(2x' + p)S (y ' + p»)* JV^ 

^ Vp ~ P* ~ P*' 

Die Gleichung der Evolute wird 



Ist die Gleichung der Parabel x^ s= 2py^ so ist X s= 

2p»+'3«'» (p» + a;'»)i 

2p ' 9"— p 

Die Gleichung der Evolute ist: Y — p « fp^X^. 






Die Gleichung der Ellipse und Hyperbel, bezogen auf deren Mittel- 
punkt als Anfangspunkt, lautet: 

^ y» _ ^ V^ 

Für einen Punkt {x\y) der Curve ist 

h^x 
die Gleichung der Tangente y — ^y = =F -y-zC^ — ^') oder 

^^^- 1 

Diese Gleichung gilt sowohl für ein rechtwinkeliges, als auch für 
ein scbiefwinkeliges Coordinatensystem. 

Für y = wird xx b a*. Die Construction der Tangente an 
eine Ellipse oder Hyperbel in einem gegebenen Punkte {x\ y) derselben 
und ebenso von einem gegebenen Punkte ausserhalb derselben ist hier- 
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nach leicht. Um die letztere Aufgabe za lösen, lege man durch den 
gegebenen Punkt die X Axe, suche zu derselben mit Hülfe einer bekannten 
Eigenschaft conjugirter Durch'messer die FAxe und construire äip Abscisse 
des Berührungspunktes der gesuchten Tangente mittelst der Gleichung 

X 

Die Gleichung der Normale ist für das rechtwinklige Coordinalen- 

2 ' 

System y— »' = ± p^ («—«'). , 

oder a:|.=Fy^=a;V(^T^). 

Für den Kreis ist 6 = a , also der Ausdruck rechts &= 0, d. h. die Nor- 
male geht durch den Mittelpunkt des Kreises. Setzt man in der Glei- 

chung der Normale y = 0, so ist das zugehörige x^ x' — ^ — s= x'e^, 
wenn e die Excentricität der Ellipse oder Hyperbel bedeutet. 

52 ^ ^2 /p'2 

Es ist ferner Sn == T —^x , S* = -, 

Die Subtangente ist also unabhängig yon b. 



Für den Krümmungsradius ergibt sich 

(o V + b*x^)i 

^ ^ a*b* 

Die Coordinaten des Mittelpunkts der Krümmung ergeben sich aus 

Die Gleichung der Evolute der Ellipse und Hyperbel ist, wenn 
a^ip 62 == c* gesetzt wird, o*Xi ± 6*F* = c*. 

Die Gleichung der Hyperbel in Bezug auf die Asymptoten ist 

^ a^-i-b^ dy y 

wo das Coordinatensystem im Allgemeinen ein schiefwinfceliges ist. 
Die Gleichung der Tangente jst 

wonach sich dieselbe leioht construiren lässt. 

Sf = x\ 
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Eine andere Darstellungsweise ' der Ellipse besteht darin, dass 
man die r^chtwi^Uigen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
durch eine dritte Veränderliche <p ausdruckt: 

X =3= acos^), y s 6 sin 9). 
Ebenso kann die Hyperbel dargestellt werden durch die Gleichungen 

X = asec^p, y s= ßtang^). 

Man führe die den vorhergehenden analogen Untersuchungen für 
diese Darstellungsweise der Ellipse und Hyperbel aus. 

29) Aufg. Es sollen die hingehörigen Stücke für die unter dem 
Namen der Cissoide des Diocles bekannten Curve bestimmt werden. 

Lös. Ein beliebiger Punkt der Curve wird auf folgende Weise 
gefunden: An einen Kreis vom Radius r werden zwei parallele Tangenten 
AB und CD gelegt und vom Berührungspunkt der Tangente AB aus 
wird eine beliebige Sekante gezogen. Der Schnittpunkt der letzteren mit der 
Tangente CD sei B, Wenn man nun von E aus rückwärts auf die Se- 
kante die Länge der Sehne , welche von der Sekante durch den Kreis 
abgeschnitten wird, abträgt, so ist der zweite Endpunkt dieser Strecke 
ein Punkt der Curve. Wählt man die Verbindungsgerade der ßerührungs- 
punkte beider Tangenten zur XAxe, die Tangente AB zur FAxe, so 
lautet die Gleichung der Cissoide: x^ = 2^^(2r — x)\ 

2x^ + y^ 
ihrer Tangente: y—y == 2y (2r— c^)^^~^'^' 

•L M 1 ' 2w'(2r — x), ,. 

ihrer Normale: y — y = — 0/2. ,^' (x—x)j 



x(2r — x') xr * / 8r — 3x 



x' ' 



« JiAzLIZrL/ T —l / 

' "" ~ dr—af ' 7 3r-«' V 2r 

_ x\3r^x) _ rxylx\Sr—Sx) 

T \X rsi* "^^^x ^^ 

Der Krümmungshalbmesser wird ^ = zt — 070 ^2" > 

wobei das obere Zeichen dem oberen , das untere dem unteren Zweige 
der Curve entspricht. 

S h n c k e's Anfgabensammliuig. 1. 12 



./ y 
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DieCoordinaten desKrümmungsmittelpunkts: { ov^r x 

^ rx{l2r — 5a?) 

3(2r—xy ' 

Gleichung der Evolute: 27F* + 1152r2F* + 4096r3X »= 0. 

Die Curve besitzt im Anfangspunkt der Coordinaten einen Ruckkehr- 
punkt der ersten Art ; die Tangente in diesem Punkte ist die X Axe. 
Die Gerade x «sz 2r ist eine Asymptote der Curve. Da 

-— ^- Ä ± . == immer dasselbe Zeichen wie die Ordinate y hat, 

<te* ^x (2r — xY 

so kehrt die Curve stets ihre convexe Seite der X Axe zu. 

30) Aufg. Es soU'die gewöhnliche (gemeine) Cycloide unter- 
sucht werden. 

Lös. Wenn ejn Kreis mit dem Radius r auf einer geraden Linie 
fortrollt, ohne zu gleiten, so beschreibt ein bestimmter Punkt in der 
Peripherie des Kreises die gewöhnliche (gemeine) Cycloide. Beim An- 
fange des Rollens möge der bestimmte Punkt auf der Geraden liegen. 
Dieser sei der Anfangspunkt desCoordinatensystemsj die gegebene gerade 
Linie die XAxe und die darauf senkrechte Gerade die FAxe. 

Derjenige Curvenzug, der entstanden ist, indem der rollende Kreis 
seine Peripherie einmal auf der Basis abgewickelt hat, wiederholt sich 
bei der fortgesetzten Bewegung unendlich oft. Die Curve besteht sonach 
aus unendlich vielen congruenten Curvenzügen. In jedem Punkte, wo 
sich zwei Züge an einander anschliessen, besitzt sie eine Spitze erster 
Art. (Vergl. Aufg. 15, m.) 

Die Cycloide wird entwedeir durch das System der beiden Glei- 
chungen 

X «= r(g> — siny), y = r(l — cosy), 
oder durch die Gleichung 



X Ä= rarccos 



2_J' _ Vy(2r-y) 



dargestellt. 

Die erste Darstellungsweise, die hier allein berücksichtigt werden 
soll, liefert: 
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^ - = r(l — cosy) = 2r sm* g- , ^ = rsiny = 2rsin -|-cos -^ ; 

soijiit ist a = -^ ^ • * 

Hieraus erkennt man leicht, dass die Normale der Curve durch den 
jeweiligen Berührungspunkt des erzeugenden Kreises mit der XAxe 
(Vergl. Aufg. 11.) und die Tangente durch den höchsten Punkt dieses 
nämlichen Kreises geht. 

ds ■= 2rsin ~- rfy, 

N = 2rsin -^ , p = — 4r sin -^ ; 

folglich ist der Krümmungsradius gleich der doppelten Normale. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
X Ä rCy + siny), Y = r(cos5P — 1). 

Setzt man X = X' — m, F= Y — 2r, y ^\p — yr, so folgt: 
X' = t{\1) — sini//), Y 8= r(l — cost//), 
woraus erhellt, dass die Evolute der Cycloide wieder eine der ursprüng- 
lichen congruente Cycloide ist 

31) Aufg. Es soll die Lemniscate untersucht werden. 

Lös. Eine Entstehungsweise der Lemniscate ist folgende: Fällt 
man von dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf die Tan- 
genten dieser Curve Perpendikel, so ist der geometrische Ort dieser 
Fusspunkte die unter dem Namen Lemniscate bekannte Curve, deren 
Gestalt die einer liegenden Acht ist, nämlich <x>, (Vergl. Aufg. 8). 

Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel sei x^ — y* = a^; 
die Gleichung der, Tangente ist xx^ — yy^ = a*(l)> die Gleichung der 
vom Mittelpunkte auf die Tangente gefällten Senkrechten n^i+^a?! »0(2). 
Durch Verbindung der beiden Gleichungen (1) und (2) mit der Gleichung 
x^ — ^1 ae a^ erhält man die Gleichung der Lemniscate: 

(ÄJ^ + y*)*— a*(rr« — y2) = 0. 
Wählt man Polarcoordinaten, so wird 

r* SBC a^ cos 29^. 



180 

Hieraus ergibt sich 

dy x^{a^—2x^—2y^ _ cosy.(l — 2cos2y) 

rfS 2/.(«' + 2a;» + 2y') "" sin(^.(l +2cos2y) ' ^ ®^** ^' ^'^ 

dr asin2<z> 1 dr ^ 

j— = — -; ^ ; . — -p- := — tang29). 

<^y yJcos2(p r d9 

1 dr 
Die Grösse — — ist die trigonometrische Tangente des Winkels, wel- 
chen die Normale mit dem Radius vector bildet. Aus der letzten Forniei 
folgt, dass dieser Winkel doppelt so gross ist, als der Winkel, den der- 
selbe Radius vector mit der Abscissenaxe macht. 

Der Krümmungshalbmesser wird o st =F — t , = — ; . » tt- • 

^ ^ Syjx'^+y^ 3Vcos29) 3r 

Die Coordinaten des Krummungsmittelpunkts : 

_ y(a^—x^— y^) _ _ 2a.sin«y 
S{x'^ + y'^) 3yl^^^' 

_ x(a^-{-x^-hy^) 2a . cos V 
3{x'^-\-y''^) °"3V^^^~" 
Die Gleichung der Evolute wird 3(X»-|- r^)(xl — F*)i = 2a. 

Da in der Gleichung der Lemniscate (in rechtwinkligen Coordina- 
ten) das constante Glied und die Glieder erster Ordnung fehlen, so besitzt 
die Curve im Nullpunkte einen singulären Punkt und zwar einen Dop- 
pel p u n k t. Die gleich Null gesetzten Glieder zweiter Ordnung a?* — y*=0 
liefern die Tangenten an die beiden Curvenzweige, welche sich in diesem 
Punkte schneiden. (Vergl. Aulg. 10 und 13, g.) . 

Zus. Die Grundlinie eines Dreiecks ist gegeben. Man soll den 
Ort des Scheitels finden, wenn das Product der Seiten dem Quadrate 
der halben Grundlinie gleich ist. 

Aufl Der Ort ist eine Lemniscate von der Form 
{x'^-^y^y + 2mHy^—x^) = 0. 
Die halbe Axe der Lemniscate ist also s m^2. 

32) Aufg. Untersuchung der Conchoide des Nicomedes. 

Lös. Denkt man sich eine gerade Linie und zwar, um die Begriffe 
zu fixiren, in horizontaler Lage, unterhalb derselben in der senkrechten 
Entfernnng h einen Punkt, den man den Pol der Conchoide nennt; 
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zieht nfian alsdann Ycfh diesf^vn Pot ans gerade Linien dur^h dit f^ste 
Gerade und schheid^t adf ihnen ofberhalh und* unterhalb des Därchschnitts- 
pi^ktes eitf^ cons^tanfte Gr6ids6 a afb, so erhält man dadurch zwei Punkte, 
wetehe reipectiv^f mt ob^rn und untern Conchöide gehören. Nimmt 
man die gegebene feste G,erade zur XAxe, die von dem Pol auf diese 
gefällte "Senkrechte zur FAxe an und zwar so, dass zur obern Conchoide 
die positiven Werthe der y gehören, zur untern dagegen die negativen, 
so wird die Gleichung der Conchoide 

^ +^*=: d^ öder 



iy+b)^ 

t + 26y3 + {x^ + ft2 — a*) y'^ — "Ha^hy — a»6» « 0, v 
oder X «s ± ^Ja*— T^. 

Für das obere Zeichen + ist alsdann 

dy _ y'^ia''— y^^ ^y _ a^y\2aH — y» — 3fey') 
dx y^-^aH ' rfäJ* "" (y^ + a^ft)» 

Die Gfeichun^ äät Tangente ist y— y' = — ^ ^3 ^"^ ' (x—x); 



j> >» 



„ Normale „ y—y := -^j==^'{x—x). 

yHa^—y^ 



„ ay^y'* + 2by'^ + aH* y'^yja^ — y'^ 

y'^ + aH ' "~ y» + o»6 

Der Krflminungsbalbmesser wird d = " ^/•9 »fc-I '» <tfc ~%' 

Die Coordinaten des Krümmungsmitlelpunkts sind 

~ y'»[2a26— y'»— Sfty'»] 

_ 6(2 y'+36)(a'-y '')t 
• y' {2aH — y'»— 3^*) ' 

Die XAxe ist eine Asymptote der Cnrre. 

Der zweite Differential^uolient = geset;<(, gibt y' + 3ft^ — 2o*J 
= 0. Die Wurzeita dieser kubiscben Gleichung geben die OrdlAaten der 
Wendepunkte, welche aber hinsichtlich ihrer Rcialität näher lu unter- 
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suchen sind. Hierbei stellt sich eine Verschiedenheit heraus, je nachdem 
b grösser als a, oder h kleiner als a ist. Der Punkt o? == 0, y == — b 
des unteren Zweiges der Curve ist ein Doppelpunkt, oder ein Rückkehr- 
punkt erster Art oder ein isolirter Punkt, je nachdem b= a ist. (Vergl. 
Aufg. 15, c). 

Anm. Wenn man auf der ursprünglich als fest angenommenen 
Geraden eine Ellipse so fortschiebt, dass ihre grosse Axe stets in dieser 
Linie liegt und von dem angenommenen Pol der Conchoide gerade 
Linien durch den Mittelpunkt der Ellipse zieht, so werden die beiden 
Durchschnittspunkte in der Peripherie der Ellipse Punkte einer Curve, 
die man elliptische Conchoide nennt. Ebenso erhält man auch 
eine parabolische und eine hyperbolische Conchoide. Wo 
vorhin die vom Pol ausgehende gerade Linie durch den Blittelpunkt der 
Ellipse gezogen wurde, wird sie bei den beiden letztern durch einen 
beliebig angenommenen Punkt der bezüglichen Axe zu ziehen sein. 

33) Aufg. EssoUdasFolium von Descartes untersucht werden. 
Lös. Die Gleichung dieser Curve ist 

dt/ 3^^*'**' dt/ 

Hieraus folgt ^ = — n-ö • 

dx öy^ — ax 

Der Anfangspunkt der Coordinaten ist ein Doppelpunkt, und die Coordi- 
natenaxen sind die Tangenten in demselben. (Vergl. Aufg. 15, a). Die 
Curve besitzt eine (blattförmige) Schleife und zwei unendliche Aeste. 
Die Gerade y = — x — a ist eine Asymptote der Curve. (Vergl. Aufg. 12, a). 
Der höchste Punkt des Blattes hat die Coordinaten 

X = 4^2 . a = a.0,42 . .., y = 1^4. a = a .0,53... 
Der Scheitel des Blattes liegt auf der Geraden y ^ x und hat die 
Coordinaten 

x^y^ \a. 
Der Krümmungsradius im Coordinatenanfangspunkte und zwar für beide 
Curvenzweige = ^a, im Scheitel = ^^«^2. 

34) Aufg. Man untersuche die Curve, welche dargestellt wird 
durch die beiden Gleichungen 
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y = t-^t\ _ ' y 

Die Ordinate wird gleich Null fär r = und / = ± VS- Demnach 
schneidet die Curve die Abscissenaxe im Ooordinatenanfangspunkte und 
in dem Punkte ^ s= 3, J^ »= 0. Der letztere ist ein Doppelpunkt. 

Es wird -r- = 2^, 

at 

dt 
Ein Maximum der Ordinate tritt ein im Punkte x^\, ^ = | für 

f = + 1, ein Minimum im Punkte a: = 1, y = — | für r = — 1. 

Im Doppelpunkte sind die Tangenten bestimmt durch 

%=±y. (..±80.). 

Ferner wird d» = (1 + «*) d<, 

Im Ooordinatenanfangspunkte ist ^ = — |, 
im höchsten und tiefsten Punkt = ± 1) () = — 2, 
im Doppelpunkt (* = ifc VS) p *= — 8. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

Durch diese beiden Gleichungen ist die Evolute der Curve bestimmt; sie 
besitzt in dem Punkte X = |, F=0(m = 2, nssS) eine Spitze 
erster Art. 

35) Au fg. Es soll die Curve untersucht werden, deren Gleichung 
ist y = cosa? — |cos2^. 

Lös. Aus der Curveugleichung folgt 

-p ■= — sina; + ^sin2^ = sina;(co8n;-— 1), 

-7^ a= — cosa;4-cos2a; = — 2sin4^sin^:i7. 

In den höchsten Punkten a; = 0, 27r, 47r, . . . 2kn^ y = f » wo k irgend 
eine ganze Zahl bedeutet, hat die Tangente vier unendlich benachbarte 
Punkte mit der Curve gemein. Tiefste Punkte treten ein für x = 7rj 
duj . . . (2k + 1) ;r, Wendepunkte für x == |7r, f tt, |7r, -^n, 



m 



*-/ 



Ferner wird ds = -x/ 1 +4sin^^.sin*-p- • dx 



(-1/ l+4sin'a;sin* -^1 



^ cos 2^ — cosic 

Demnach wird (» »= | für die tiefslen Punkte der Curve. 

36) Au fg. Man untersuche die Curve, deren Gleichung ist 

y = ^x — sino; + ^ sin2a;. 
Lös. Die Punkte, deren Abscissen a;=0, n, 27t^..,kn sind, wo 
k irgend eine ganze Zahl bedeutet, liegen auf der Geraden y = \x. 

Es ist -~ = ^ — cosa; + ^cos2^, 

-T-^ = sina; — sj|i2^. 

4jt 1 

Die Ordinate erreicht ein Sfaxinium für x = |7r, \n^ • • • • — - — tt, ein 

4fc+l 
Minimum für üjä^tt, fTT,-»- — ^ — ^■ 

Wendepunkte treten ein für x == 0, 27i, 47t, . . . 2k7i und für 
113 5 2Ä-I-1 

^ as .... ^TT, JTT, fTT, f TT, • • • — g — 7f. 

Ferner wird ds == yH- cos^a; — 2cos*a; + cos*a? .dx, 

(Vi -I- cos^o; — 2 cos'ir+cos*^;)' 



sin«; — 8in2ic 
In den höchsten Punkten wird demnach q = — 1, in den tiefsten ^ ess +1. 

37) Aufg. Es soll die logari/lhmische oder logis tische 
Linie untersucht werden. 

Lös. In dieser Curve schreiten die Oyidjp^ten in geometrischer 
Progression fort, während die Abscissen in arithmetischer Reihe wach- 
send angenommen werden. Ihre Gleichung wird y = mJx, 

dy^m_ d^u 5L 

dx^ X ^ dx^ "^ x^ 

tu 
Die Gleichung der Tangente wird y — y = -j-ix — (Jpy, 

„ „ „ Normale „ y — y^——{3C — xy 

in 



X - XX 
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= — /W. 

Die Subtangente in Bezug auf die FAxe ist = — m. 

(m^+x'^)^ 
Der Krümmungshalbmesser q = — ,-^ - 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

, , m^ -tx^ , m^ -hx^ 

Y = m.lx =y , 

m m 

^ 2x^ + m^ 

X 

38) Aufg. Es soll die Quadratrix des Dinostratus unter- 
sucht werden. 

Lös. Wenn man eine gerade Linie um einen festen Endpunkt 
bewegt denkte so dass ein Kreisbogen und zwar zunächst ein Quadrant 
entsteht, so möge die erste Lage des bewegten Radius eine verticale 
gewesen sein und die Ordinaten- oder F Axe vorstellen, seine letzte Lage, 
die horizontale, die Abscissen- oder XAxe. Denkt man sich nun auf 
dem bewegten Radius in einer seiner Lagen einen Punkt so bestimmt, 
dass der bis dahin beschriebene Bogen sich zum ganzen Viertelkreis wie 
Tq — y zu Vq verhält, so gehört dieser Punkt der Quadratrix an. 
Nimmt man nun noch an, dass der Winkel, den der bewegte Radius 
noch zu beschreiben hat, bis er in die horizontale Lage kommt, sich 
zu zwei Rechten verhält so wie y.-Tr, so hat man als Gleichung der 
Quadratrix: 

y = _.ro; y = o^.tangsP; x = ^^^^^^r,. 

Um den Durchschnittspunkt der Curve mit der letzten Lage des beweg- 
ten Radius, d.h. mit der Abscissenaxe zu erhalten, muss man 9) &= 

setzen; es wird aber dann ic= g, oder, wenn man nach der gewöhn- 

2r 
liehen Methode den wahren Werth bestimmt, a? == — 

TT 

Bequemer werden die nöthigeii Ausdrücke, wenn man neben ^ 
noch den Radius vector r statt der rechtwinkeligen Coordinaten in die 
Rechnung einfuhrt; es wird dann t/ = rsingp, a? = r cos y, also die 
Gleichung der Curve 



12 



* 



r = 
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2ro y 



* Tt siny ' 

mithin • 

dr 2ro siny — (p.co^g) (Pr 2ro y.fl+cos^^)) — 2s]n9).cos9P 

rfy TT sin^y ' d(p^ 7t %w?q> 

Der Krümmungshalbmesser wird = -^ ^^ r-5 — 7^ ^^ . ^ • 

^ TT sm^5P (sm gp — y . cos y) 

Die rechtwinkeligen Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

ro sin^ycosy+ysin^y(l~4cos^y)+y^sinycosy(l+2cos^y)>- y^ 
^ sin^y(siny — gpcoscp) ' 

Y ro sin'y — 4y sin y cos y H- y^ (1 + 2cos V) 

"~ 7t sin y . (sin y — y . cos y) 

Um zu untersuchen, ob die Curve Asymptoten hat, muss man in den 

tifr\ 

Ausdruck der Polarsubtangente r^ • ^— , den Radius vector r unendlich 

setzen oder denjenigen Werth der Abweichung y, welcher aus der Glei- 
chung der Curve dem uYiendlichen r entspricht, und dann zusehen, ob 

die Polarsubtangente einen endlichen Werth erhält. Setzt man aber in 

2f* w 
r = —^'-r^ — den Radius vector r=a=oo, so wird y=7r, 27r, Stt,... 
TT sm y 

mithin r^ • -J^ = — . ^ = 2ro, — 4ro, + 6ro, — 8ro, ... 

dr 7t smy — y.cosy u» ut u u 

Die Curve hat also unendlich viele Asymptoten. 

Anm. Ganz ähnlich gibt die Quadratrix von Tschirn hausen 

als Gleichung 

2q> , , ny 

y =z -^ - Vq und x = ro.cosy oder x na= rn.cos^« 

39) Auf g. Es soll die archimedische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Wenn eine gerade Linie um einen festen Endpunkt gleich- 
massig bewegt wird , und wenn man zugleich auf dieser Linie einen 
Punkt von dem festen Endpunkte aus sich gleichförmig fortbewegen 
lässt, so beschreibt dieser Punkt die archimedische Spirale. Ihre 

Gleichung ist 

dr 

wo y sich auf den Bogen eines Kreises mit dem Radius 1 bezieht. 
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Nimmt man an , dass der Punkt den Weg Vq zurückgelegt habe, 
während die bewegliche Gerade eine ganze Umdrehung gemacht hat, so ist 

Vq SB 2a7t, also a a 



^0 



Die Polarsubtangente wird ©^ = r^ 



2n 
dr ^ a 



dv 
und die Polarsubnormale ©n = -j-=::a. 

ag> 

Da die Polarsubnormale constant ist, so lässt sich in jedem beliebigen 
Punkte der Curve die Tangente leicht construiren. 

Die Lange des Krümmungshalbmessers wird == ^ 2 o^ ~ 92 — 2 ' 

Dieser letztere Ausdruck lässt sich leicht construiren. 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind 

V y[y . sin y + (1 -h y ^) . co s y] 

Y — . y'Cy'Cosy — (l4-y^).siny] 

Je grösser y wird^ um so mehr nähern sich diese Grössen den Werthen 

y SB acosy, 

X a= — asiny, 
woraus folgt X*+P = a^, 

d.h. die Evolute der archimedischen Spirale nähert sich asymptotisch 
dem Kreise, dessen Mittelpunkt der Pol und dessen Radius = a ist. 

40) Au fg. Untersuchung der hyperbolischen Spirale. 

Lös« Die Gleichung der hyperbolischen Spirale ist 

rq) = a. 
Beschreibt man demnach um den Pol als Centrum eine Schaar von 
Kreisen und trägt auf dieselben von der Polaraxe aus nach derselben Seite bin 
Bogen von der Länge a ab, so ist der geometrische Ort der Endpunkte 
eine hyperbolische Spirale. Für dieselbe ist der Pol ein asymptotischer 
Punkt, um welchen die Curve unendlich viele Windungen macht, ohne 
ihn iür endliche Werthe von y je zu erreichen. 

Es wird -j— = 5 > 

dg> y*' 
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_ r(l + y')^ _ / r^ + aA i 



weim den Pol, P den Curvenpunkt und T den Schnittpunkt der Tan- 
gente mit dem in auf den Radius vector gefällten Perpendikel bezeich- 
net. Der letztere Ausdruck ist leicht zu construiren. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

^ _ r[y.siny + (l + y^).cosy] 

J SS 5 ) 

r[y .cosy — (1 + y*).sin y] 



X = — 



g)^ 



r r* 



Femer ist ©^ = — a, @n = = • 

y a 

Errichtet man im Pol Senkrechten auf die Leitstrahlen und bringt die- 
selben zum Schnitt mit den augehörigen Tangenten, so ist der Ort der 

Schnittpunkte ein Kreis vom Radius a, dessen Mittelpunkt der Pol ist. 

T^dw 
Damit die Curve eine Asymptote habe, muss die Subtangente ■ 

für ein unendlich gross werdendes r einen endlichen Werth haben; sie 
wird aber = — a, und da zugleich für ein unendlich grosses r aus der 
Gleichung der Curve sich 9) s= ergibt, so folgt , dass die hyperbolische 
Spirale eine Asymptote hat, die mit der XAxe oder mit der Linie, von 
welcher ab die Winkel g> gezählt werden, parallel geht und zwar in der 
Entfernung a. 

41) Aulg. Es soll die parabolische Spirale untersucht 
werden. 

Lös. Die parabolische Spirale hat die Gleichung 

Der Name der Curve rührt daher, dass dieselbe in Beziehung auf die 
Peripherie des Kreises vom Radius 1 als Ab;scis$enaxe und die nach dem 
Centrum gerichteten Normalen als Ordinaten nach demselben Gesetze 
construirt wird, wie die gewöhnliche Parabel. 



dr a* d*r a 


r 


d<p~ 2r~ 2Vy ' ^V^ ^ 4y* ~ 


4^)» 


r(i+49,i)i 




^ ~ 2y.(3-My») 
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Die Coordinaten des KrummungsmiUelpunkts : 

y _ r . [4y . sin y +(1 + 4y^ ) . cos ^p] 
^ 2^). (3+49)2) ' 

y r.[49).cos9P — (l+ 4y^).siny] 

2(p.(3+4<^ 

8 2r* 
Die Länge der Polarsubtangente wird = 2ay 2 ^ — — ; 

„ „ „ Polar^ubnoirnaale „ :9;; -=== g"' 

42) Au fg. Untersuchung der Spiralen im Allgemeinen. 

Lös. Die in den drei letzten Aufgaben genannten Spiralen sind 
Specialtälle derjenigen Curven, welche zu ihrer gemeinsamen Gleichung 
r « a.y» haben. Für diese ist 

die Polarsubtangente = r* . -p = — y^+i, 



„ Polartangente = r • v 1 + ^* • (ti ) ■= — S^"* V^^ + 9^ » 
„ Polarsubnormale xsz —- x n.a.q)^~'\ 



„ Polarnormale = ^ r* -f- 1 j- 1 = a . y"-'* . ^n- + y* . 

^ y.(5p2+n2+n) ' 
Die Coordinaten des Krummungsmittelpunkts 

V >*• y ' [y ♦ sin y +(n^+y^) . cosy] 

y.(y2+w^+n) ' 

Y _ n . r . [y . cos y — (n^+y^) . sin y] 
"" y.(y* + w'+n) 

43) Au fg. Untersuchung der logarith mischen Spirale;. 

Lös. Diese Spirale ist nicht unter den bisher behandelten 
mitbegriffen, sondern unterscheidet sich von diesen wesentlich dadurch, 
dass in ihrer Gleichung die Abweichung y als Exponent einer constanten 
Basis erscheint, während in den Gleichungen der früheren Spiralen 
diese Abweichung zu einer Potenz mit constantem Exponenten erhoben 
wurde. Die Gleichung der Curve ist 

r ^ a'9>. 
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und es wächst daher der Radius vector in geometrischer Proportion, 
während die Abweichung arithmetisch fortschreitet. 

Aus der Curvengleichung lolgt: 



oder -j- = Ic.aff =: kr, ^7^ = t* . a» = *V , 



wenn man mit k den natürlichen Logarithmus von a bezeichnet. 
Die Länge der Polarsubtangente wird 3= — • r, 

K 



»» 


w 


„ Polartangente 


»j 


= JVl+fc^ 


)) 




„ Polarsubnormale 
>, Polarnormale 




ac k.r. 


»> 


= r.Vl+fc». 



Aus diesen Gleichungen folgt, dass sowohl der Ort der zweiten 
Endpunkte (den Pol als ersten Endpunkt betrachtet) der Polarsubnor- 
normalen, als auch der Polarsubtangenten wieder eine logarithmische 
Spirale ist, welche der ursprünglichen congruent, aber gegen dieselbe 
um einen bestimmten Winkel gedreht ist. 

Die trigonometrische Tangente des Winkels •d', den die Tangente 
mit dem Radius vector des Berührungspunktes bildet, ist= — , alsoconstant. 

K 

Die Länge des Krümmungshalbmessers wird = r.vl+*^ = 5t. 
Da (» s3 9{, so stimmt die Evolute der logarithmischen Spirale mit 
dem soeben erwähnten geometrischen Ort der zweiten Endpunkte der 
Polarnormalen überein. Man findet übrigens als 

Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts p = *-«^-cos y, ^ 

(X s= — k.a^.sinq). 

Die Gleichung der Evolute wird -r--ll^^ r j = arc tangl p:C> 

oder wenn man 7 « r . cos 9)' und X = r. sin 5p' setzt, r = ir.a^''~V 
oder noch einfacher, wenn man Y =:kv .costp' und X^^ kv\smip' 
setzt: V ts: a^* 
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Diess ist in der Thal die Gleichung einer logarithmischen Spirale, 
welche der vorgelegten congruent ist. (Vergl. Aufg. 24).*) 

44) Aufg. Untersuchung der Kettenlinie. 

Lös. Denkt man sich eine vollkommen biegsame, aber schwere 
Linie in ihren beiden Endpunkten an zwei Punkten befestigt, aber so, 
dass sie nicht gespannt ist, so bildet sie bekanntlich die Kettenlinie. 
Die Gleichung der Kettenlinie ist 

^ ^ m 

Für X sssOy wird y ss m. 

Es ist 

tanga aa -^ ss l\e^ — e "*/« — Jy^ — m^i cos« = — • 
^ dx ^^ ' m^^ y 

Hieraus ergibt sich leicht eine Tangentenconstruction. 

( X X \ 

e*" +« *" ) dx\ 

^t = Z iT- > 1 SS 



X X 



2 fL 



/ 8« _i£\ m / — _-^ k* 

( X x_\ I 2x_ 2x \ 

e^+e »"/, X = 0? — |m\e"»— e *" /. 

Die Gleichung der Evolute wird 

A BS ml ^ -F A • 

2m 4m 

Ueber die Gleichung der Kettenlinie sehe man nach: Theorie der 
Potentialfunctionen von Gnderinanny Berlin 1833. S. 84. 

45) Aufg. Untersuchung der gedehnten und verkürzten 
Cycloide. 



*) Die logarithmische Spirale Hess sich der 1705 verstorbene Jac. 
Bernoulli auf seinen Grabstein setzen mit der Inschrift: „Eadem mutata 
resurgo,*' um der Nachwelt nicht nur eine seiner schönsten Arbeiten, sondern 
auch seinen Glauben an die Unsterblichkeit der Seele in Erinnerung zu bringen. 
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Lös. Wenn auf einer festen Geraden ein Kreis rollt, so beschreibt 
ein Punkt P| , der auf einem bestimmten Radius innerhalb des Kreises 
liegt, eine gedehnte, und ein Punkt P21 ^^^ ^^^ ^^^ Verlängerung 
dieses Radius liegt, eine verkürzte Cycloide.*) Denkt man sich 
nun den rollenden Kreis zuerst in einer solchen Lage^ dass der Radius, 
auf welchem der beschreibende Punkt liegt, senkrecht auf der zur Basis 
dienenden Geraden steht, so wähle man den verlängerten Radius in dieser 
Lage zur Ordinaten-, die Basis selbst zur Abscissen- oder XAxe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems. Nennt man alsdann bei irgend einer 
Lage des gerollten Kreises den Winkel zwischen dem Radius mit dem 
beschreibenden Punkte und dem mit der XAxe parallelen Radius 9), so 
erhält man für die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 

X sMz r(p — (r=Fd)siny, 
y SS r — (r=F<i)cos5P, 
wo (r=Fd) die Entfernung des beschreibenden Punktes votn Centrum 
des beweglichen Kreises bedeutet. Eliminirt man aus diesen Gleichungen 
die Grösse (p, so folgt als Gleichung der Curve 

X = arccos ^-^y — yli^r T d '^y)(y T d). 

Zur Abkürzung werde gesetzt r^d==i a; dann wird 

dx mdy . 

-=— ass r — acos cp, f- = a sm y. 
d^ ^ d(p ^ 

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass die Normale im Punkte P durch 
den diesem Punkte entsprechenden Berührungspunkt des rollenden 
Kreises mit der Basis geht. (Vergl. Aufg. 11). In derThat ist die Länge 
der Nonnale N « v^* — 2racos9P-l-ra^ 

gleich der Länge einer Dreieckseite, wenn die beiden andern Dreieck- 
seiten r und a sind und den Winkel fp einschliessen. 

^ i. .. j • ♦ (r*— 2racos9) + a2)J 

Der Krümmungsradius ist o ass .^^ ^ — ;— ^ . 

^ a(r cosy — a) 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

*) WeUsenhorn nennt in seiner interessanten Schrift: „Die cyklischen 
Curven*', Eisenach 1866, die gedehnte Cykloide ,, verkürzte'*, die verkürzte 
„verlängerte/* 
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X = rcp+rsmcp -^ 

a — rcosy 

„ rlr — aco^ffY 

a [r cos y — a) 

46) A u f g. Untersuchung der einfachen Epicycloide und H y p o- 
cycloide. 

Lös. Wenn die Basis, auf der ein Kpeis rollt, nicht eine gerade 
Linie, sondern wieder ein andrer Kreis ist, so beschreibt ein beslimmter 
Punkt des rollenden Kreises eineCurve, die Epicycloide oder Hypo- 
cycloide genannt wird, je nachdem jener Kreis auf der äussern oder 
Innern Seite des festen Kreises rollt, d.h. je nachdem die beiden 
Kreise sich von aussen oder von innen berühren'^). Denkt man sich 
nun zunächst bei der Epicycloide die beiden Kreise in solcher Lage, 
dass der für die Beschreibung der Curve auf der Peripherie des rollen- 
den Kreises befindliche Punkt in der Peripherie des festen Kreises liegt, 
so soll der von hier ausgehende Durchmesser des festen Kreises zur XAxe 
und der Mittelpunkt desselben zum Anfangspunkt der Goordinaten genom- 
men werden. Der Radius des festen Kreises heisse r, der des rollenden q. 
Für irgend eine von der Anfangslage verschiedene Lage des rollenden 
Kreises werde noch der Winkel , der von der Centrallinie beider Kreise 
und von der XAxe gebildet wird, mit ^ bezeichnet; dann wird die Epi- 
cycloide durch das System folgender beiden Gleichungen dargestellt: 

X e= (r-|-ß).cos5p — ^.cos ^9, 

ff ssz (r +^). sin SP — ^.sin -g). 

Die Goordinaten eines beliebigen Punktes der Hypocycloide 
ergeben sich aus diesen Gleichungen, wenn man — ^ an die Stelle von q 
setzt, nämlich: 



*) Weissenborn macht in der oben angeführten Schrift „die cyklischen 
Curven" bei der innern Berührung der beiden Kreise einen Unterschied, 
je nachdem der feste oder der rollende Kreis der grössere ist und nennt 
hiernach die Curve „Hypercy cloide" oder „Pericycl oide.** 

So huck «'s Aufgabensammlung. !• 13 
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X = (r — ^).cos9> + 9.co6' ^, 

y = (r — q).9mg) — (j.sin —q). 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dass die Hypocycloide r, q 
identisch ist mit der Hypocycloide r, r — q oder mit der Epicycloide 
r, Q — r, je nachdem ^§r ist. 

In allen nächsten Formeln bezieht sich das obere Zeichen auf die 
Epicycloide, das untere dagegen auf die Hypocycloide. 

Es wird 

— 5« — '(r±g),sm9Pzfc(rdbe)-sm ^ g> » 

T \ ^O T T I O 

= ±2(rifc^).cos -g— ^y.siUg-y = rt ^(r.siny— y), 

-i^ s (rdbp).coscp — (r±p). cos —w « 

d(p ^ ^^ ^^ Q 

5= 2(rifcg).sin ^ ^y.sm^-y =: db ^ (— r.cos9»4-a;). 

Die Normale in irgend einem Punkte der Curve geht durch den 
entsprechenden Berührungspunkt des rollenden mit dem Basiskreise. 

(Vergl. Aufg. 11). Aus den vorstehenden Gleichungen folgt 

dy ^ r=fc2p rcos^ — x 
tanga = ~ = ± Ung - c> 9 = ^-^ » 

dhf ^ r±2Q 1 

(to* 4ß(r±ß) / r±2g 



^cos-2^y|smg^9> 



4p Tr zt p) y* 
Der Krümmungshalbmesser wird =ä ^\^ ^^^ sin^y. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

Das System dieser beiden Gleichungen stellt die Evolute dar, welche 
offenbar wieder respective eine Epicycloide oder Hypocycloide ist. Um 
diese Gleichungen auf die Form der oben gegebenen Gleichungen xoruck- 
zuführen, setze man 



•liS 

r r r r 

9^g>'±^, r^r'±2g\ 9=?'^t'-'' 
dann wird 

X' = (r ± q) * cos g>'=PQ. cos ^^ g>', 

F « (r db(>).siny — Q .sin — r^y. 

r T 
Hierbei ist tu bemerken, dass — r ^ — d.h. dass das Verhältniss des 

Q Q 
Radius des rollenden Kreises zu dem des festen Kreises bei der E|)i- 

und Hypocycloide dasselbe ist, wie das der Kreise, die ihre Evoluten 

erzeugen. 

Anm* Da der Punkt des rollenden Kreises, welcher beim Anfang 
der Bewegung auf der Peripherie der Basis lag, bei der beständig fort- 
gesetzten Bewegung unendlich oit wieder die Peripherie der Basis treffen 
muss, so wird die Cur?e aus unendlich vielen unter sich congruenten 
Zügen bestehen, die nur dann zu einem gewissen Abschluss kommen 
werden, wenn das Verhältniss der Radien r und q beider Kreise ein 
rationales ist, weil alsdann der beschreibende Punkt nach einer hin- 
reichenden Anzahl von Revolutionen wieder an dieselbe Stelle gelangen 
wird^ von welcher er ausgegangen ist. Ueberall da, weder beschreibende 
Punkt auf die Peripherie der Basis gelangt, besitzt die Curve eine Spitze 
erster Art — Einzelne Beispiele von rationalen Verhältnissen der 
Radien beider Kreise mögen hier folgen. 

a) Wenn die beiden Radien einander gleich sind , also Q^r^ so 
entsteht als Epicycloide die sogenannte Cardioide. 

Ein beliebiger Punkt derselben ist nach dem Vorhergehenden be- 
stimmt durch die Gleichungen 

X SB= 2rcos9> — rcos25P, 
y == 2rsiny — rsin29>. 

Hieraus folgt 

düc 

— sas — 2rsin9) + 2rsin29> = 4rsin^9)sin|9), 



\ 
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^ sz 2rcos5p — 2rcos29> = 4rsin^9)siQf9>, 
dy , ^ cPy 3 



dx ^ 2^' rfa;2 8r (co§ |y)» sin i9 

Da 9 mit 9) sein Zeichen wechselt, ^ dagegen nicht, so ist die 
Curve symmetrisch in Bezug auf die XAxe. 

Der höchste Punkt a; = — |r, y = frV2 ergibt sich für y ä |7r, 
der tiefste a? = — 4^, y = — 1^ ^2 für 9 » — ^tt. 

Für 9) s= wird ^ s r, 9 = 0, und da für diesen Punkt die Tangente 
mit der XAxe zusammenfallt, so ist er ein Rückkehrpunkt der ersten 
Art. Die Punkte (y = tt) a? = — 3r, y = und (5p = db i^) a? = f r, 
2/ = ±irV2 sind am weitesten von der FAxe entfernt; in denselben 
sind die Tangenten der FAxe parallel. 

Eliminirt man aus den Gleichungen für x und y die Grösse 9), so 
ergibt sich : (x^ + y*)* — Gr^ (x^ + y^) -1- 8r'a; — 3r* = 0. 

Für diese Gleichung lag der Anfangspunkt der Coordinaten in dem Mittel- 
punkte des festen Kreises ; verlegt man ihn aber nach der Peripherie des 
Kreises, indem man r — | für x setzt, so nimmt die Gleichung folgende 
Gestalt an: 

(?+y*)*-4r^(?*+y^)-4rV = 0; ' 
oder endlich, wenn man die gewöhnlichen Polarcoordinaten , also 
^aii.sin^ und ^ = t«.cos^ einführt 

us=2t(l +cosO. 
Aus dieser Gleichung folgt, dass zwei radii vectores, die entgegengesetzt 
gerichtet sind> sich zu 2r ergänzen. 

Ferner ist tang^= — colg-^, folglich ^ « 90^-1- — . 

Der Krümmungshalbmesser wird s= fr.sin^jp. 
Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

y sas |r (2 sin y + sin 25p), X = |r (2 cos g> + cos 25p). 

Durch diese Gleichungen ist zugleich die Evolute bestimmt. 
Setzt man y = — Y\ X = — X', (jp = qp' + tt, so wird 

r ^ 4^r (2 sin 9)'— sin 29)')) X' « |r(2cos?p — cos29p')- 
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Diese Gleichungen stellen eine neue Cardioide dar, in welcher sowohl 
der Radius des festen Kreises, als der des rollenden der dritte Theil 
von dem ursprünglichen Radius ist. 

b) Wenn der Radius des rollenden Kreises die Hallte von dem des 
festen ist, also ^as-^r, so wird ein beliebiger Punkt der Epicycloide 
gegeben durch die Gleichungen « 

a?= frcosqp — {rcosS^), y = frsiny — {rsin3y>. 
Wenn man cosS^) und sin39> durch den einfachen Winkel ausdruckt 
und dann g> eliminirt, so erhält man als Gleichung der Curve 

düf) da 

Es wird -r- = 3r cos 29). sin 9), ~ ■= 3rsin2y.sin9), 

dy ^ <i*y _ 2 

düT ^ ^ ^' dx^ "" 3r(cos2y)*.sinqp 

Der Krümmungshalbmesser q wird s= |r sin jp. 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

F = ^r (f sin 5P + i sin 35p), X = |r (f cos 9) + ^ cos 3g>). 

Die Gleichung der Evolute, welche durch die' Elimination des Winkels 9) 
aus diesen beiden Gleichungen erhalten wird, lautet: 

(4y* + 4X*— r»)3 = 27r*X^ 
Setzt man r == 2r , 9? = 9?' + i^, F «= X', X = — Y\ so nehmen die 
vorangehenden drei Gleichungen folgende Gestalt an: 

X' = r (fcosy'— icos3y')» Y = r (^siny' — ^sinSy') 

und 4(X'*+ r^—r'^y = 27/*^». 

Dieäe Gleichungen stellen eine Epicycloide dar, welche der gegebenen 
ähnlich ist und bei welcher der Radius des festen Kreises halb so gross 
ist, als der Radius des ursprünglich gegebenen festen Kreises. 

c) Wenn der Radius des rollenden Kreises wieder halb so gross 
ist, als der Radius des festen, der bewegliche Kreis aber innerhalb des 
festen rollt, so wird jeder Punkt der Hypocycloide bestimmt durch: 

X = rcosy; y = 0, 

d.h. die Curve wird die Abscissenaxe, also ein Durchmesser des festen 
Kreises. 
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d) Wenn der Radius des rollenden Kreises der dritte Theil vom 
Radius des festen Kreises ist, so ist die Epicycloide gegeben durch die 
Gleichungen 

xx: ^r{4cosg) — cos49)), y == ^r(4:üng> — sin49>); 

ferner wird ^ » |r . cos f y . sin |y , -^ bb |r . sin f y . sin I9) , 

dy J. , dV 15 

dx " ^"^ *''• dx^ "" 16r (cos f g))» . sin |y ' 

Der Krümmungshalbmesser q wird as ||r sin |9>. 

F= |r(4siny +sin4y), X « {r(4cos9)-Hcos49), 

welche Gleichungen die Evolute darstellen. 

Durch die Substitution 

9) = 5p' + |7r, r = fr, 

nehmen sie die Gestalt der gegebenen Gleichungen an. 

X' = |r'(4cos9)' — cos4y'), Y* = ^r (4sinsp' — sin4y'). 

e) Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises der dritte Theil 
von dem Radius des festen Kreises ist, der erste aber auf der innern 
Seite des letztern rollt, so wird die Hypocycloide dargestellt durch die 
Gleichungen 

X = |r(2cos9)-t:cos2y), y «= Jr(2sin<5r — siu2(p)y 
oder nach Elimination des Winkels 9) durch die Gleichung 

3(r* + a;* + 4rx + y*)* = 4r (r + 2a?)». 

Hierbei wird -p = — frcos49>.sin|9>, ^— = ^rsin^^^.sin^qp, 

dy tanalr/) -^ 3 X 

dx ^ ^angt^', ^^, - 8r(co8iy/.8iX|9) 

Der Krümmungshalbmesser wird k |rsin f^). > 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden \ 

Y = r.(2siny + sin29p), X «= r.(2cos5P — cos2y). 

Diese Gleichungen bestimmen jed^n beliebigen Punkt der Evolute 
welche wie in allen vorhergehenden Beispielen wieder eine der ursprung- 
lichen ähnliche Curve ist. 

f) Wenn der Radius des roU^den Kreises der vierte Theil \oi 
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dem Radius des festen Kreises ist und der erslere auf der hmem Seite 
des letzteren rollt, so wird die entstehende Hypocycloide (eine sogenannte 
Astroi de) gegeben durek die beiden Gleichungen 

X » rcos^y, y « rsin'y, 
odernaeh Bltmination der Grösse 9) durch die eine Gleichung x^-i^imsr^* 
(Yergl. Aufg. 1 und 8.) 

Hieraus folgt — = — 3rcos*9Jsin<3p, ~- = SrsinVcosy, 

tang« *= ^ » — tangy. 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass a = ;r — 97, und es lässt sich 
somit die Tangente in jedem Punkte der Curve leicht construiren. 
Ferner wird ds = SrsinT^cosqpdf^), 

Q « — 3rsin9)oosqp =s= — ^rsin2g>. 
Die Evolute wird dargestellt durch die Gleichungen 
X Ä r cos 9) (cos^qp + 3 sin*^)), F = r sin y (sin*^) + 3 cos^y). 

Setzt man X =5 7= — , Y = t= — , w= t!/+-r» so kommt: 

X' ac 2rcos*i//, F' = 2rsin*i/;. 
Es ist somit die Evolute der vorgelegten Curve ähnlich und ent- 
steht dadurch, dass ein Kreis vom Radius ^r ^tif der innern Seite eines 
festen Kreises vom Radius 2r rollt. 

Die vorgelegte Curve ist vollkommen symmetrisch in Bezug auf 
beide Coordinatenaxen ; sie besitzt in den vier Punkten 2; s d: r, y = 
und xtBcO, y^ztr Spitzen erster Art, in welchen dieX-, resp. FAxe 
die zugehörigen Tangenten sind. 

47) Aufg. Es soll die gedehnte oder verkürzte Epi- 
cycloide und Hypocycloide untersucht werden. 
Y Lös. Wenn wieder ein gegebener Kreis auf einem anderen gege- 

benen festen Kreise rollt und wenn mit diesem rollenden Kreise innerhalb 
uie^bder ausserhalb seiner Peripherie ein Punkt fest verbunden gedacht wird, 
ng'so beschreibt dieser Punkt eine Epicycleide oder Hypocycloide, 
Je nachdem die Kreise sich von aussen oder von innen bprübren, und 
vo/zwar wird es eine gedehnte oder verkürzte Curve, je nachdem der 
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beschreibende Punkt innerhalb oder ausserhalb der Peripherie des 
bewegten Kreises liegt. 

Wenn man sich zunächst die Kreise bei der Berührung von aussen 
in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass die beiden Mittelpunkte und 
der beschreibende Punkt in einer geraden Linie liegen, jedoch so, dass 
der beschreibende Punkt nicht zwischen den beiden Mittelpunkten 
liegt; wenn man dann diese Linie zur XAxe annimmt und den Mittel- 
punkt des festen Kreises zum Anfangspunkt der rechtwinkeligen Coor- 
dinäten ; wenn man ferner bei einer beliebigen Lage des rollenden Kreises 
den Winkel zwischen der Centrallinie beider Kreise mit der soeben ge- 
nannten XAie mit 9) bezeichnet; wenn endlich der Radius des festen 
Kreises r und der des rollenden Kreises q, sowie die Entfernung des 
beschreibenden Punktes von der Peripherie des rollenden Kreises und 
zwar von der Peripherie nach aussen gerechnet, d genannt wird, so wird 
ein beliebiger Punkt der verkürzten Epicycloide bestimmt durch 
die Gleichungen 

X SBB (r + ^).cos9? + ((> + <i),cos q>, 

y SS (r +(>).sin5P +(p+ d).sin q>. 

Für die gedehnte Epicycloide wird 

X 3s= (r + p).cos9) + (^ — d).cos' ^ y, 

Q 

y == (r-|-(>).sin9) 4- (p — d).sin ^. 

Ind^m man nun beide Epicycloiden zusammenfasst erhält man 

— » _(r+9).(sm9) + ^— sm— ^y), 

dlf ^ (^ + 9)-(cos9>+-^^cos— ^SP); 

ferner / ,x ^ + P 
, pcosgj + (p ± d) .cos =^ y 

dx •-../.j\-^ + ^ 
Q&ing)'\' {q de a).sm ^ 9 

d^y Q^-\r{Q±dy(r-h())^Q{Q±d)(r-\'2Q).cosj^ 

dx^ zr , \ i ' . e ± ^^ . r + ß 



^'(r + p) .Ismy-f- • sm ^ g>\ 
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Der Krämmungshalbmesser wird 

(r + Q)[d^ + 4q {q ± d) (cos J)Y 

T 

9*+ (q± dy (r + ?) + (e dbd) (r 4- 2(>) pcos — 9p 

Wenn man sich zweitens bei der Berührung von innen die beiden 
Kreise anfänglich in solcher gegenseitigen Lage denkt, dass wieder die 
beiden Mittelpunkte und der beschreibende Punkt in einer geraden Linie 
liegen, hier aber so, dass der beschreibende Punkt zwischen die beiden 
Mittelpunkte fällt, im Uebrigen aber die Coordinaten und die andern 
Bezeichnungen so wählt, wie vorhin bei der Epicycloide, so wird die 
Hypocycloide bestimmt durch die Gleichungen 

X a= (r — Q)cosg) — (^±d)cos -g>, 

y =3 (r — p) siny 4- (p =fc d) sin q> , 

wo das obere Zeichen für die verkürzte, das untere aber für die 
gedehnte Hypocycloide gültig ist. 
Der Krümmungshalbmesser wird 

(r-e)[d* + 4e(edzd)(cosg)Y 

T 

?* — (e±rf)*(r— g) — (§±d)(r — 2(>)^cos — y 

Die Ausdrücke für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts, 
bei der Epicycloide sowohl als bei der Hypocycloide, werden so unge- 
fügig, dass die Mühe ihrer Ausrechnung nicht belohnt wird. 

Auch hier mögen einzelne Beispiele folgen. 

a) Wenn die Entfernung d des beschreibenden Punktes von der 
Peripherie des rollenden Kreises gleich dem Badius des rollenden und 
gleich dem des festen Kreises ist^ also d = ^ = r, so soll die verkürzte 
Epicycloide untersucht werden. 

Die Curve wird dargestellt durch die Gleichungen 

X Ä 2r.(cosy + COS295), y =s= 2r.(siny + sin2y); 

oder durch die Gleichung {0^ + y^)* — \2r^ {pfl + y'^) = l&r^x, 

13* 
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dy cos y -1-2 cos 2 y ^ 4r' -I- 6r^a ?— 'a;(a?^+y ^) 

da? ^ sin 9? -1-2 sin 29? "" y(a?*+y-) — Gr^y 

2r'=i=a?V9r*-h4ra? 

:±zy yldr^ -h ^rx 
d^y ^_ 3(3+2cosy) 
da?* "" 2r (sin 9> + 2 sin 2q>y 

2r (5 -i- 4 cos cp)' 
Der Krümmungshalbmesser wird « 0/0,0 \ ' 

8r . sin^y _ 2r(l-l-6cosy — 4cos^y) 

3(3 + 2cosy)' ^ 3(3-l-2cos9)) 

Die Curve hat eine Schleife, welche von rc = bis a: = — 2f 

reicht; in dem Punkte a; = — 2r, y « schneiden sich zwei Aeste der 
Curve, deren Richtungen gegeben sind durch -^ = ±^3. (y == |7r und 

b) Wenn der Radius des rollenden Kreises halb so gross ist als 

der des festen , also ^ := ^r , das d aber noch beliebig , so wird die 

verkürzte Epicycloide dargestellt durch die Gleichungen 

ajÄ fr.cosy-f- (4r -f- d) . cos 3y, y = |r.siny-H(|r-f-d).sin3y. 
dy __ r . cos y -H (r 4- 2 d) . cos 3y _ 
da?~" r.siny -F(r-f- 2d).sin3y "^ 
_ r -h 3d— 2 (r -H 2d) cos^y 

- cotgy . 2^^ 3^- 2(r-f-2d)sin2y ' 

d*y _ rd + 3d^ -H 2r (r -I- 2d)co8^y 

da;*"" 3sinV[rf— 2(r + 2d)cosV?" 

n IT - K ik • ^ 3 [d2 4- r (r -»- 2d) cos>]* 

Der Krümmungshalbmesser wird « , , o !>> o / — cv,v •; • 

^ rd -H 3d*-i- 2r (r + 2d) cos'y 

c) Wenn wieder der Radius des rollenden Kreises halb so gross 
ist, als der des festen, wenn sich die Kreise aber von innen berühren, 
so wird ein beliebiger Punkt der verkürzten Hypocycloide gegeben durch 
die Gleichungen 

X = ^r.cosy — (4r-|-d).cosy sb= — d.cosy, 
y = ^r.siny + (|r-|-d).siny = (r-l-d).siny. 
Die Gleichung der Curve wird 

^V-^— = 1 
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d. h. es ist diese Hypocycloide eine Eliipse, deren halbe kleine Axe = d 
und deren halbe grosse Axe = r-^d ist. 

Wenn d s= wird, geht die Ellipse in denjenigen Durchmesser der 
Basis über, welcher in der FAxe liegt. 

d) Wenn der Radius des rollenden Kreises gleich dem der Basis, 
also Q ssi r ist , so sucht man die gedehnte Epicycloide unter der Be- 
dingung, dass der beschreibende Punkt innerhalb des rollenden Kreises 
liegt und um dessen halben Radius von der Peripherie entternt ist, also 
d s= — ^9 « — ^r. 

Diese Curve wird dargestellt durch 
X = |r(4cosy + cos2qp), 

y == |r(4siny + sin29)) a=rsin95(2 + cos5p), 

dy 2 cos qp + cos 2g) 

woraus -f- = — - . . ^ . r-^ • 

dx 4 sm 9? .(cos ^9))^ 

y*r5~l~4cos d)^* 

Der Krümmungshalbmesser wird == -Ter? , ,i • 

12 (cos 49))^ 

Die Coordinaten des Krummungsmittelpunkts sind 

v t ' / • . .1 V 2 + 3cos9)-*2cos3y 
Y = |r.sincp.(sm4cpr, X = r ^n/ * ^1 — -' 

* :r V 2y^/ > 12(cos49>)* 

e) Wenn die Kreise sich von aussen berühren und der Radius des 
rollenden Kreises doppelt so gross als der des festen Kreises, also 
Q = 2r, die Distanz des beschreibenden Punktes d aber gleich dem Ra- 
dius der Basis r ist, so wird ein beliebiger Punkt der verkürzten Epi- 
cycloide gegeben durch 

. a? Ä 3r . [cos q> + cos |y] = 6r . cos|9) . cos|y, 
^ SS 3r . [sin 9? 4- sin f y] = ßr . sin ^q) . cos|y, 

woraus -^ = tangfy. 

Durch die Elimination des Winkels q) wird als Gleichung der Curve 

erhalten 

{x^ -h y^) . l{x^ + »^ — 18r^)2 — 9r« {x^ + y^— 9r^)'] = 486r^x. 

.. ^. dy cosy + fcosjy 

dx sm^) + |sm jy 

dy __ 243r&— a;.[3(a;^-f-y-?— 90r^(a?^ + y^) + 405r*] 

^^^ dx "" y.[3 (a?2 + 2/';^ — ^Or» . (a;^ + 2/*) -H 4U5r*] 

d^y _ 5 (7 + 6 cos \(p) 

dx^^ "" 24r . (sin y + 1 sinif 5p)* 
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n 17 ^ 1 11. ' A 3(13 + 12cos49))i 
Der Krummungsbalbmesser wird = \/n , a r\" * ^• 

O ( I "T" O COS -^^j 

Die Coordinaten des Krümmungshalbmessers werden 
V— l^y«sin^^y(l + 6cos^y) 
5(7 + 6cos|y) 
_ . — 3 (9 — 6 cos 4y — 36 cos^| y + 4 cos^^ y + 24cosH y) _ 

5(7 + 6cos^y) ^ 

— 6 cos jy (2 — cos y) + 9 (2 cos y — cos 2y ) 
"" 5(7 + 6cosiy) 

Die Curve schneidet die XAxe in vier Punkten, und zwar bei 

X == Oy X = 6r, X = |r( — Idb^S)« Von a; = biso? = |.r( — 1+-V&) 

bildet die Curve eine Schleife. Die beiden Punkte 

X « fr(-l +>/5)l I ^ = fr(-l — >/5)| 

y =iO ( "öd \ y Ä f sind Doppelpunkte; 

l(y = |7r und = g-jr)) l(y = |7r und =« v^)' 

die Tangenten im ersten dieser Doppelpunkte sind bestimmt durch 

^^ = ± V5(5— 2>/5) = ±5tangl8o 
und im zweiten durch 

~| = ± V5(54-2>/5) = ± 5cotg36^ 

f) Wenn Alles wie in der vorigen Aufgabe bleibt, nur dass der 
beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie des rollenden Kreises Jiegt, 
so hat man in der allgemeinen Gleichung der Epicycloide q s= 2r, 
d = — r zu setzen und erhält für einen beliebigen Punkt der gedehnten 
Epicycloide 

X = r.[3cosy + cos|y], 

y BS r. [3siny -l-sinfy]. 

Die Gleichung der Curve wird 

(a;2 +y^— TH)» — 27r* i2x^ + 2y^ — 13r^) « 54r*^. 
ffy _ 2 cos y + cos ^y 
cfa; "" 2 sin y -h sin |y ' 
dy 27 r^ — a; . [3 (a;^ + y^ — Ir^y — 54r*] 
^^^^ ^r]^"^ y.lßix'-hy' — lr'y — öir*'] ' 

f/-f/ (11 -»-10. cos 4y) 

— - SSS •""■" > -- " • 

dx^ dr . (2 sin y + sin f y)* 
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TA ir - i_ IL • j 3r.(54-4cos4v')? 

Der Krümmungshalbmesser wird « — 7^^ tt: f^-^ . 

° ll + 10cosi9? 

Die Coordinaten des Krämmuiigsmittelpunkts werden 
V— 4 sin^ ^y (1 4- 2 cos ^y) 

ll + lOcos^y *^ 

Y _ — 3 + 6cos^y + 12cos^|y — 4cos^^y — Scos^^y _ 

' ll + lOcosiy ^ "^ 

__ 2cos|y(2 — cosy)+2cosqp — cos2y 
"" iTTiÖcösly ^' 

Die Curve schneidet die XAxe in drei Punkten und zwar bei 
a; = 2r, a; = 4rundÄ;« — ^r(3 + Vi3). Der Punkt f ir(3+Vl3)^ 

ist ein Doppelpunkt; für denselben ist der wahre Werth des in unbestinimter 

Form erscheinenden Differentialquotienten -p = ± "l/ —- — o— ^^ — • 

Die Curve besitzt eine Schleife , welche sich erstreckt von x := 2r bis 
ä;=— ^r(3 + >/i3). 

g) Wenn der Radiu9 des rollenden Kreises doppelt so gross ist, 
als der des festen, also q = 2r, und wenn sich die Kreise beständig 
von innen berühren, so wird in diesem Fall der rollende Kreis den 
festen umschliessen. Die Entfernung des beschreibenden Punkts von 
der Peripherie des rollenden Kreises sei gleich dem Radius des festen 
und liege ausserhalb der Peripherie, dann wird ein beliebiger Punkt der 
verkürzten Hypocycloide bestimmt durch 

• X « 3r.cos^y — r.cosy, 
y :ss: 3r.sin4^y — r.siny. 

Die Gleichung der Curve wird 

[ic« + y^ — 10r2] . [a;2 + y2— r*]4- 18r3(a;— r) = 0; 
dy 3cos^y — 2cosy 

dx 3 sin Jy — 2 sin y ' 

„Hpr ^ - _ 9r» + a:[2(a;^ + y^)-llr^] 

^^ dx ^ y[2(x''-hy^) — nr^] ' 

d-y _ 17 — IS.cos^y 

dx^ r.(3sin|y — 2.siny)* 
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Die Länge des Krümmungshalbmessers wird = ^^„ ^^ ^LL . 

y 12r.8in^^ y „ — 3r(3 — Gcos^y -h4co8'^y) 

17— IScosfy' 17 — IScosJy 

h) Wenn mit Beibehaltung derselben Bedingungen wie vorhin der 
beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie des rollenden Kreises und 
wieder in der Entfernung = r von der Peripherie liegt, so wird die ge- 
dehnte Hypocycloide dargestellt durch 

X SS — rcosq)-{-rcos^q) = 2r.sin|9>.sin^^, 
y = — rsinq) ■i'rsin{^^=s — 2r.cos|y.sin^9), 
oder zwischen rechtwinkeligen Coordinaten allein 

{x^ + j/*) (x'^ + y* - 3r2) + 2r^x == 0. 

dy — 2cosy +cos^y — 2cosy + cos^y 

dx 2 sin tp — sin ^qp ""2 sin {(p . cos \q> . (4 cos ^y — 1) * 
oder ^y_r^--^.[3r ^-2(a?^+ y^)] 
dx'^ y.C3r2— 2(a?2+^»)] ' 
d^y 3(3 — 2 cos I9)) 

dx^ r. (2 sin 9? — sin ^9))* 

/*iO ~-~4 cos TT^/' i* 

Der Krümmungshalbmesser wird as -^.^ ^ — ^4" • 

^ 3(3 — 2cos^y) 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

V— 4r.sin* ^y ^ r ( 1 — 6.cos ^y 4- 4 cos^ ^ y ) 

" 3(3— 2cos^y)' ^ — — 3(3— 2cosiy) 

Die XAxe wird von der Curve in drei Punkten geschnitten, bei 

X = — 2r (y = 2Tt\ bei a; = (y = 0) und bei o; » r (y = |7r und 

ix *"^ T*| 
>.) ist ein Doppelpunkt; die Bichtungen der 

beiden sich hier schneidenden Aeste sind gegeben durch -p = it ^3. 
Auch hat die Curve eine Schleife in der Ausdehnung von ^ s= bis o; bb= r. 

48) Aufg. Untersuchung der Kreisevolvente. 

Lös. Wenn in dem Falle der gewöhnlichen Epicyeloide der Badius des 
rollenden Kreises unendlich gross wird, so nennt man die entsprechende 
Boulelte Kreisevolvente. Diese wird demnach durch einen beliebigen 
Punkt einer Geraden beschrieben, welche sich, ohne zu gleiten, auf 
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einem Kreise abwälzt. Wählt man die Verbindungsgerade des Kreis- 
mittelpunktes mit dem Berührungspunkt der beweglichen Geraden in 
irg^d einer ihrer Lagen zur XAxe, die in darauf Senkrechte zur 
FAxe, so erhält man für die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes der Curve die Gleichungen 

X BS r (cos 9) + 9) sin 9)), 

y s r(8in9P — 9)cos9)), 
wo r den Radius des festen Kreises und 9) den Centriwinkel des abge- 
wickelten Kreisbogens bezeichnet. 

doo d/u 

Hieraus folgt: -7— « r^pcosy, ~a~ "^ rysiny, 

tanga == ^ = tang^), also as^); 

rfs 5s= r(pdfpy Q s= r^p. 
Es ist also der Krümmungsradius gleich der Länge des abgewickelten 
Kreisbogens. Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 

X Ä rcosy, y = rsinqp, 
woraus X^ + P ä r^. 

Die Evolute der Kreisevolvente ist mithin, wie nach der Entste* 
hungsweise der Curve zu erwarten war, der gegebene, feste Kreis. 

49) Aufg. Es soll die Tractrix oder Tractoria von Huy- 
ghens untersucht werden. 

Lös. Diese Curve hat die Eigenschaft, dass für jeden Punkt der- 
selben das Stück der Tangente, gerechnet vom Berührungspunkt bis 
zum Schnitt mit der XAxe, die constante Länge a hat. Demnach ist 



yVl-l-(^f«aoder^=^^l. 
^ V W' dx yld^ — y 



2 



je nachdem x positiv oder negativ ist. 

Die endliche Gleichung istdba? = V«* — V^ — aM± — ^ 1, je 

nachdem y positiv oder negativ ist 

Hierbei liegt der Anfangspunkt der Coordinaten in demjenigen Punkte, 

in welchem die Tangente der Curve die XAxe unter rechtem Winkel 

schneidet. 



Ferner wird 
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V«^ — y*^' V«^ — y^ 

y 

\ y / y 



Die Gleichung der Evolute wird 

Die Evolute besteht also aus zwei Kettenlinien , von welchen die eine 
über, die andere unter der Abscissenaxe liegt. 

ix SS Oh 
) und 
y-ö) 

^^ I Rückkehrpunkte oder Spitzen der ersten Art bilden. Die 
X Axe ist zugleich Asymptote der Curve. 

Enveloppen. 

50) Au fg. Der Hittelpunkt eines veränderlichen Kreises bewegt 
sich auf der XAxe so, dass das Quadrat des Radius in jeder Lage 
gleich der zugehörigen Abscisse a des Mittelpunkts, multiplicirt in eine 
Constante m ist; es soll die Curve gefunden werden, welche alle diese 
beweglichen Kreise einhüllt. 

Lös. Die Gleichung des Kreises in irgend einer Lage wird 

y^ + (a; — ay — ma = 0, 
also der partielle nach a genommene Differentialquotient 

— 2{x — a) — m = 0; 
mithin die Gleichung der einhüllenden Curve 

y^ s mx + J^m*. 
Die Enveloppe ist somit eine gewöhnliche appollonische Parabel. 

51) Aufg. In den Endpunkten einer gegebenen geraden Linie 
(s= 2a) sind zwei parallele Linien gezogen, und eine andere Gerade be- 
wegt sich stets so, dass das Product der durch sie von den beiden 
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Parallelen abgeschnittenen Stucke einem gegebenen Quadrate k^ gleich 
ist; es soll die einhüllende Curve [dieser beweglichen Geraden gefunden 
werden. 

Lös. Wenn die Richtung der gegebenen begrenzten Geraden zur 
X Axe und die durch ihre Mitte mit den beiden andern gegebenen Gerar 
den parallel gezogene Linie zur FAxe angenommen wird und wenn 
man bei einer bestimmten Lage der beweglichen Linie das Stück, welches 
sie von der FAxe abschneidet, mit a bezeichnet , so werden die beiden 
Stücke, welche dieselbe von den beiden festen Ordinaten abschneidet, 

wo c eine noch zu bestimmende Constante in der allgemeinen Glei- 
chung y — a = ca? der beweglichen Geraden ist. Aus der Bedingung 

yiVi = ± A:*, folgt c = Hier gilt das obere Zeichen, wenn 

Qr 

die beiden Ordinatenabschnitte yi und ^2 i>^^^^ auf einerlei Seite der 

Abscissenaxe liegen und das untere, wenn sie auf verschiedenen Seiten 

liegen. Durch Elimination der Grösse a aus 

X yJa^ =F Ä:^ , ^ x.a 

a — y a=: — und 1 = 



« a>/«^=F k^ 

erhält man als Gleichung der einhüllenden Curve entweder 



•^H — 2 == 1, d. h. die Gleichung einer Ellipse, 

oder -^ — ■fj™^-'^' ^'^' ^*® Gleichung einer Hyperbel. 

52) Aufg. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass sie mit zweien, 
unter gegebenem Winkel X sich schneidenden Geraden Dreiecke bildet, 
die einen constanten Flächeninhalt P haben; man sucht die einhüllende 
Curve dieser Geraden. 

Lös. Nimmt man die beiden Schenkel des gegebenen Winkels 
zu Coordinatenaxen an und bezeichnet die Stücke, welche die bewegliche 
gerade Linie in einer ihrer Lagen von diesen Axen abschneidet, mit 
a und ßj so ist die Gleichung dieser Linie 

ß^ a 

Schuck e's Aufgabensammlung. I. 14 
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oder, da die Fläche des abgeschnittenen Dreiecks ^aß.sinl ms k^ sein 

soll, y . a* . sin A 0= 2*' (a — x). 

Hieraus und aus den partiellen Differentialquotienten nach a, nämlich 

^.a.sinA — ifc* = 0, 
erhält man nach Elimination von a als Gleichung der einhüllenden Curve 

^~"2.sinA' 
welches die Gleichung einer Hyperbel ist, bei welcher die Coordinaten- 

axen, hier also die beiden gegebenen Geraden, Asymptoten sind. 

53) A u fg. Man bestimme die Enveloppe aller concentrischen Ellipsen 
von gleichem Flächeninhalt 7ic\ deren Axenrichtungen zusammenfallen. 

Lös. Die gesuchte Curve hat die Gleichung 4x^y^ 3= cK 

54) Aufg. Eine gerade Linie von gegebener Länge k bewegt sich 
so, dass ihre Endpunkte beständig in zwei auf einander senkrecht 
stehenden testen Geraden liegen; es wird die einhüllende Curve dieser 
bewegten Linie gesucht. 

Lös. Wenn man die festen Geraden zu Coordinatenaxen annimmt 
und die Stöcke, welche von ihnen durch die bewegliche Gerade in einer 
ihrer Lagen abgeschnitten werden, mit a und ß bezeichnet, so hat man 

4+± « 1, /Ji+a*«*«; 
p cc 

also ,--1 — - + — e L 
Vit*— a» a 

Eliminirt man hieraus und aus den partiellen in Bezug auf a genomme- 
nen Differentialquotienten die Grösse a, so ergibt sich als Gleichung der 
einhüllenden Curve 

Anm. Diese Curve kann auch erhalten werden als Enveloppe 
concentrischer Ellipsen, weiche die Axenrichtungen gemein habeji und 
bei welchen die Summe der Halbaxen constant »= k ist. 

Auf ein ähnliches Resultat, nämlich auf die Curve l — j +1-^1 « 1 
führt folgende Aufgabe: Von jedem Punkte der Ellipse — ^-h^ = 1 
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werden Perpendikel auf die Äxen gefällt und die Fusspunkte derselben 
durch Gerade verbunden; man bestimme die Enveloppe aller dieser 
Geraden. 

Wird in dieser Aufgabe an Stelle der Ellipse ein Kreis gesetzt, 
d. h. ist a as 6 = k, so wird wieder obige Curve erhalten. 

55) Aulg. Der Mittelpunkt eines Kreises von gegebenem Radius 
r bewegt sich auf einer gegebenen Curve /*(«, ß) =0 oder ß = g>{a) ; 
man sucht die Curve, welche alle diese Kreise einhüllt. 

Lös. Die Gleichung des Kreises wird 

(a;— «)* + [>— y(a)?—r* = 0, 
und der in Bezug auf a genommene Differential quotient 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen a eliminirt, so erhält man die 
Gleichung der gesuchten einhüllenden Curve. 

Wäre z. B. als leitende Curve ein Kreis unter der Form 
ß =s ^R^ — a^ gegeben, so wäre die Gleichung der einhüllenden Curve 

a?2 + y« = (Ä±r)2, 
d.h. die Enveloppe wäre ein concentrischer Kreis, dessen Radius die 
Summe oder Differenz der beiden gegebenen Radien ist. 

Wäre als leitende Curve die gerade Linie ß = aa-i-b gegeben, so 
wäre die Gleichung der den beweglichen Kreis einhüllenden Curve wie- 
der die einer geraden Linie 

y a= aa? + 6 ± r Vi + Ä*. 

Aus den allgemeinen Gleichungen ergibt sich beiläufig noch: 

T • -7- 



und hieraus, wenn man beides nach a differentiirt, ji; *^ T" » ^•^' ^^® 

einhüllende Curve besitzt in jedem Punkte mit der eingehüllten eine 
gemeinsame Tangente« 
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56) Au fg. Der Mittelpunkt (eines Kreises von variablem Radius 
bewogt sich auf einer gegebenen Curve, während die Peripherie desselben 
immer durch einen gegebenen festen Punkt geht. Es soll die einhuUende 
Curve des bewegten Kreises gefunden werden. 

Lös. Wenn der feste Punkt zum Anfangspunkt der Coordinaten 

genommen wird und die Coordinaten des Mittelpunkts des bewegten 

Kreises a und ß sind, so wird die Gleichung dieses Kreises 

y* + aj2 3^ 2ßy _|- 2ax, 

Die Gleichung der leitenden Curve sei /*(«, ß) == oder ß == y(a) ; dann 
wird der Differentialquotient der vorigen Gleichung in Bezug auf a 

aus welchen beiden Gleichungen man durch Elimination von a die ge- 
suchte Gleichung der einhüllenden Curve erhält. 

Wäre z. B. als leitende Curve ein Kreis mit dem Radius r und 
den Mitfelpunktscoordinaten p und q gpgeben, wäre also {ß — ?)* + 
•\-{a — p)* = r^ so würde die Gleichung der einbauenden Curve 

{y^ + a;2 — 2qy — 2pxy = 4r» (x^ + y*), 
und wenn man den Mittelpunkt des leitenden Kreises in den Anfangs- 
punkt der Coordinaten selbst verlegt, also p s= und q^ss setzt,' so 

ergibt sich als einhüllende Curve 

y2 ^ /p2 _ 4^2^ 

d.h. ein dem ersten concentrischer Kreis, dessen Radius das Doppelte 
vom früheren ist. 

Nähme man als leitende Curve eine Ellipse mit den beiden Halb- 
axen a und ft, und den Mittelpunktscoordinaten p und q und denkt man 
sich die Coordinaten^xen parallel mit den Axen der Ellipse, so würde 
die Gleichung der den bewegten Kreis einhüllenden Curve 

(^2 + x^—2qy—2pxy = 4(6V + a^x^). 
Wenn hierbei der feste Punkt in einem Brennpunkt der Ellipse liegt, 
so ist die einhüllende Curve ein Kreis, dessen Mittelpunkt im zweiten 
Brennpunkt liegt und dessen Radius = 2a j also gleich der grossen Axe 
der Ellipse ist. 
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57) Aufg. Der Mittelpunkt einer beweglichen Ellipse mit den 
Halbaxen h und k bewegt sich auf einer andern Ellipse mit denselben 
Halbaxen, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfangspunkt ist. Welches 
ist die Envelöppe der beweglichen Ellipse? 

58) Aufg. üfap bestimme die Envelöppe der Geraden 

wenn die variablen Parameter a und b mit den Constanten w und n 
durch die Gleichung 



m n 



verbunden sind. 



Lös. v/ *"v = 1. Die geometrische Interpretation dieses 

Problems ergibt eine bekannte Construction der Parabel als Envelöppe 
ihrer Tangenten. 

59) Aufg. Von jedem Punkte der Ellipse "T2"+"i:2 "^ •'^ werden 

Tangentenpaare an die Ellipse —2 + 42 = 1 gezogen. Es wird die En- 
velöppe der Berührungssehnen (Polaren derjenigen Punkte, von denen 
aus die Tangenten gezogen sind) verlangt. 

Los. —r+-ur == 1- 

60) Aufg. Man bestimme die Envelöppe der Bierührungssehnen 

aller derjenigen Tangentenpaare an die Ellipse — 2+ -^ « 1, welche auf 

einander senkrecht stehen. 

Lös. Bedenkt man, dass der geometrische Ort derjenigen Punkte, 
von welchen • aus sich Tangenten an die gegebene Ellipse ziehen lassen, 
die aufeinander senkrecht stehen, der Kreis x^-i-y^ = a^ + &* ist, so 

erhält man durch die Substitution hss k = yla^-hb^ in die vorhergehende 

d^+b^ 
Aufgabe als Lösung die der gegebenen confocale Ellipse — ^— a;* + 

+ -A4- »* = 1- 
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61) Aufg. Es soll die Enveloppe der Sehnen gefunden werden, 
welche die Endpunkte conjugirter Durchmesser der Ellipse 

a* "*■ 6« ~ 
mit einander verbinden. 

Lös. Bezeichnet man mit $ und i^^die Coordinaten eines Endpunktes 

des einen Durchmessers, so sind -r- 17, § diejenigen eines Endpunktes 

des conjugirten Durchmessers. Folglich wird die Gleichung der Verbin- 
dungssehne 

Hierin bedeuten ^ und tj zwei variable Parameter, die durch die Gleichung 
— 2 + -/2- = 1 mit einander verbunden sind. DieEnveloppe aller dieser 

Geraden ist die Ellipse — , H — ~- « 1, 

62) Aufg. Welche Gleichung muss zwischen den variablen Para- 
metern 11 und V bestehen, damit die Gerade nx + vy 9s\ in jeder ihrer 

Lagen Tangente an die Ellipse — ^ + ^ » 1 sei? 

Lös. Es muss a^u'^ + V'v^ ^b:\ sein. (Gleichung der Ellipse in 
Liniencoordinaten). 

63) Aufg. Es ist die Evolute der Curve 

zu bestimmen. (Vergl. Aufg. 46^ f.) 

Lös. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes dieser Curve kön- 
nen gegeben werden durch die Gleichungen x' » acos'9), y ssusin^^. 
Demnach wird die Gleichung der Normale in diesem Punkte a;cos9 — 

— yüwtp a= acos29) oder 

_x±y_ ^ x-y ^ 2|^ 

sin^y+^l cos ^9-1-^1 

Betrachtet man in dieser Gleichung (p als variablen Parameter, so ist die 
Enveloppe aller dieser Normalen die gesuchte Evolute. Man erhält die 
Gleichung (a7-f-y)'-|-(a; — y)i « 2a*. 
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Anm. Es ist eine nützliche Uebung, die Evolute einer gegebenen 
Curve nicht nur als Ort der Krümmungsmittelpunkte derselben zu be- 
stimmen, sondern auch dadurch, dass man sie als Enveloppe der Nor- 
malen dieser Curve ansieht. 

64) Aufg. Es soll zu einer gegebenen Curve die äquidistante 
Curve gefunden werden. 

Lös. Wenn man sich für alle Punkte einer gegebenen Curve 
F{x^ y) = die Normalen gezogen und auf diesen vorwärts oder rück- 
wärts von dem betreffenden Punkt eine constante Länge k abgetragen 
denkt, so erhält man dadurch Punkte der äussern oder Innern äqui- 
distanten Curve. (Parallelcurve). 

Wird der Winkel, den die Tangente im Punkte x^y der gegebenen 
Curve mit der positiven XAxe bildet, mit a bezeichnet, so findet man 
für die Coordinaten ^, rj des entsprechenden Punktes der äquidistanten 
Curve 

5 as aj=Fisina, rj == ydbftcosa. 

Gelingt es, aus diesen beiden Gleichungen die Veränderlichen x^ y und a 

mit Hülfe der gegebenen Curvengleichung zu eliminiren, so ist die resul- 

tirende Gleichung zwischen $ und i^ die Gleichung der äquidistanten 

Curve. 

Es wird ferner (2$ = (te =F Arcosa (2a = cos« {ds =F hda\ 

dtj=s dy^ksinada =ssma(d8^kda)'j 
df] dy 
Ü"^ Ix' 
d. h. die Tangenten in entsprechenden Punkten der gegebenen und der 

äquidistanten Curve sind parallel. Demnach kann die äquidistante Curve 

angesehen werden entweder als Enveloppe einer Geraden, 

welche der Tangente an die gegebene Curve parallel und in constanter 
Entfernung :±k von derselben ist, oder als Enveloppe des Kreises vom 
Radius k 

(S-xy-h{f]-yy^k^ 

dessen Hittelpunkt sich auf der gegebenen Curve bewegt. 
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Bezeichnet man mit da das Bogendiiferential der äquidistanlen 
Curve^ so findet sich 

da = ±{ds^k da). 
Welcher Satz liegt hierin ausgesprochen? 

Für das Flächenelement, welches begrenzt wird von der gegebenen 

und der äquidistanten Curve und von zwei Normalen, die den Winkel 

da mit einander einschliessen, erhält man 

zkkds — ik^da. 

Welche Eigenschaft der äquidistanten Curven dröckt diese Formel aus? 

Der Krümmungsradius q' der äquidistanten Curve wird 

, da ds _^. _^ . 

a) Es sei ein Kreis mit dem Radius r gegeben; man suche die 
äquidistante Curve. 

Lös. Die Gleichung des Kreises sei 

Irgend ein Punkt x^y desselben ist bestimmt durch die Gleichungen 

X = rcostp, y « rsiny. 

7t 

Hieraus lolgt tang a = — cotg y, also a «= — -^ q). 

Demnach erhält man für die Coordinaten des entsprechenden Punktes 
der äquidistanten Curve 

§ = (r =F Ar) cos 9), ij = (r=FÄr)sin5p, 
woraus sich als Gleichung der innern oder äussern äquidistanten Curve 
ergibt 5* + ,^2 == (r qp k)\ 

Es sind somit die äquidistanten Curven Kreise, welche mit dem gegebe- 
nen concentrisch sind. 

b) Es sei eine Ellipse mit den beiden Halbaxen a und b gegeben; 
man sucht die beiden äquidistanten Curven. 

Lös. Wenn die Ellipse dargestellt ist durch die beiden Gleichungen 

X = acosqp, y =£ ftsin^), 
so findet man für die Coordinaten der dem Punkte x^y entsprechenden 
Punkte der äquidistanten Curven 
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k r . bk 



g^TÄrfc— 7==== = ladb , I 



cos^y 



• COS 9) , 



?7= y =F — . ^ ;= [6=F I ^ ^1' siny. 

Wenn man hieraus den Winkel 9; eliminirt, erhält man die Gleichungen 
der äquidistanten Curven. 

c) Wenn man für die gewöhnliche Cycloide die äquidistanten Curvpn 
sucht, so ist für einen beliebigen Punkt der Cycloide 

X = r .(qp — sin 9)), 
y Ä r . (1 — cos^). 
Die Coordinaten der entsprechenden Punkte der äquidistanten Curven 
sind dann bestimmt durch 

I as r.5P — (2rsin Jy=F/r).cos45P, 
ri SB (2rsin Jg? T k) , sin^qp. 



B. Curven von doppelter Krümmung. (Raumcurven). 
65) Au fg. Man beweise den Satz: Wenn die beiden Krümmungen 

— und — einer Raumcurve ein constantes Yerhältniss haben, so sind 
Q r 

die Hauptnormalen dieser Curve einer festen Ebene und die rectificiren- 
den Kanten einer festen Geraden parallel. Mit andern Worten: Die 
rectificirende Developpable ist ein Cylinder und die Raumcurve eine 
Helix. (Bertraftd). 

Anleitung. Der Beweis kann gegeben werden mit Hülle des 
Satzes: Die rectificirende Kante theilt den Winkel zwischen Tangente 
und Binormale in der Weise, dass die Sinus der Theile sich verhalten, 
wie d% : dd". Trägt man daher auf die Tangente vom Curvenpunkte aus 

die Strecke — , auf die Binormale die Strecke — ab und denkt sich 
r Q 

die Figur zu einem Parallelogramm vervollständigt, so besitzt die Diago- 
nale desselben die Richtung der reclificirenden Kante und die Länge der 

14» 
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ganzen Krümmung. Wenn nun — constant ist, so ist auch ^ constani 
und daher sind auch die Winkel des Dreiecks , dessen Seiten — , — 

und -^is sind , constant. Die Raumcurve schneidet somit sämmtliche 

Erzeugende der rectißcirenden Developpablen unter constantem Winkel; 
sie ist also eine isogonale Trajectorie dieser Erzeugenden. Zeigt man 
noch (durch Differentiation), dass die Grössen cosa*, cos6*, cosc* unab- 
hängig von der Lage des Curvenpunktes sind, so ergeben sich leicht die 
in obigem Satze ausgesprochenen Eigenschaften der Raumcurve. 

Zusatz. Wenn die beiden Krümmungen — und — einer Raum- 
curve constant sind, so ist die Curve eine Schraubenlinie, die auf einem 
Kreiscylinder liegt. 

66) Aufg. Es soll die cylindrische Schraubenlinie unter- 
sucht werden. 

Lös. Die rechtwinkligen Coordinaten irgend eines Punktes der 
cylindrischen Schraubenlinie können dargestellt werden durch die 
Gleichungen 

X = mcos^), y = msin^), z = nqp. 
Hieraus folgt x^'\-y^ ^ m', 

d. h. die Curve liegt auf einem geraden Kreiscyliiider vom Radius m 

Die Proiection der Curve auf die XZ Ebene ist die Curve a; == m cos — , 

« 

diejenige auf die FZEbene die Curve y «= msin Die Rechnung 

n 

ergibt ds == ^im^ + n^ . rfy ; 

— msinqp ^ wicoscp 

cos a = , ^ , cos /J SSE ■ ,-!-_ , cosy = 



. nsinop ncoscp m 

COSA 3= . , COSjU= . ^_ , COSV s= ; 

cosa== — cosy, Gos6 = — siny, coscasQ. 
Da cos;/ und cosi^ constant sind, so ist die Curve eine isogonale Tra- 
ject orie der Erzeugenden des Cylinders, auf welchem sie liegt ; die Binor- 
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malen bilden mil der ZAxe und folglicli die Osculalionsebenen mit der 
XFEbene einen constanten Winkel. Die Hauptnormalen schneiden die 
ZAxe und da coscs=0 ist, so sind sie der XFEbene parallel, woraus 
folgt, dass die rectificirenden Ebenen der ZAxe parallel sind. Die recti- 
ficirende Developpable ist identisch mit dem Cylinder x^ + y'^ ^ss, m^ 
Wird dieser Cylinder in eine Ebene ausgebreitet, so erscheint die Schrau> 
benlinie in der Abwicklung als Gerade. 

Es wird ferner d% = , , dd' = ._ _ , rffc = d^\ 






»> 



n 



^ m n 

h^%^0, « = ,. 

Es sind somit sämmtliche Krümmungen, sowie auch der Radius der oscu- 
lirenden Kugel der Schraubenlinie constant. Dass die rectificirenden 
Kanten der ZAxe parallel sind^ wird bestätigt durch die Formeln 

cosa* = 0, cos6* = 0, cosc* == 1. 
Es ist die Gleichung 
der Normalebene : — msiny (§ — x)-{'mcosq>{rj — y)+»(C — ^)'=0, 

Osculationsebene : nsinqp(| — a?)— ncosy(i;— y)+w(^ — j8^)===0, 

rectificirenden Ebene : cos y (? — ic) + sin ^{t] — y) »=0. 

67) Aufg. Untersuchung der conischen Spirale. 

Lös. Jeder Punkt dieser Curve ist bestimmt durch die Gleichungen 
x= tcos (mit) , y = ts\n (mit) , ßtssnt, 
in welchen t die unabhängige VeränderHche bedeutet. Aus denselben folgt 

daher liegt die Curve auf einem Rotationskegel, dessen Spitze der Coor- 
dinatenaniangspunkt und dessen Axe die ZAxe ist. Die Gleichung 

x^ -hy^ = t^ 

lässt erkennen, dass jeder bestimmte Werth der unabhängigen Veränder- 
lichen t den Abstand des zugehörigen Curvenpunktes von der ZAxe an- 

gibt. Setzt n>an der Kurze wegen mU ^ 9), so folgt t ^ e^ , und es 



i 
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]$t somit die Horizontalprojection der zu untersuchenden Raumeurve 
eine logarithmische Spirale. Man findet 

(Ix = (cos y — jwsin y) dt, A^x = — —dy dt, d^x =—2(1 +w^) sin rp dt^ \ 

dy = (sin 9) + mcos^)) dt, d^y = — dirrf/, d^y = ^ (l4-m*)cos9rf/ 

dz = »rf^ (1*0 = 0, d^^ = 0; 

coso) — msincp ^ sin g)-Hn cos O) n 

cos a = , ^ =r^ , cos /? = , ==^, cosy = . ^^— - • 

Vl + m^ + n* Vl + w^+n* Vl-Hw'+n* 

Da COS}" constant ist, so ist also auch der Winkel, den die Tangente 
mit der ZAxe bildet, constant, und der Richtungskegel der Tangenten 



" ist demnach ein gerader Kreiskegel. 

Rezeichnet man mit co den Winkel, den die Tangente im Punkte 

gl 
x,y,0 mit der Erzeugenden des Kegels ic^+y*-— -^ = 0, welche durch 

diesen Punkt geht, bildet, so ist 

a:cosa + vcos/J4-je?cosy / l+n* 

cos 0) = . "^ --^ ' = -1/ :; =— — ^ • 

Dieser Winkel iit von t unabhängig, folglich ist die Curve eine isogunale 
Trajectorie der Erzeugenden des Kegels. Es ist lerner 

Ä = -rdxdt\ Ä = ~ —dydt\ (7= — (1-Mn*)df«, 

D = — >/(l + m») (!+»•» + n*). dt*. 

V 

Daher wird 

, n (cos flp — wi sin y) n(sin y+mcos q>) 

cos A s= , ^ ^ - ^^ , cos/u a= — ^- , 

V V(l + »»2) (1 + m«+ n2) ^(i+^2)(l4-,„2_l_n2) 

l + m* 

V(H- m*) (1+ m^H-n ^) 
Die Rinormale und folglich auch die Osculationsebene bildet also eben- 
falls mit der ZAxe einen constanten Winkel. 

sin cp + m cos cp , coscp — tnsinw ^ 

cos a 3= ". — - , cos = — .- — -- , cos c s= 0. 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die Hauptnormalen sämnillich der 
Xy Ebene parallel sind. Sie schneiden jedoch die ZAxe nicht. Die 

i 
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rectificirenden Ebenen sind der ZAxe parallel und umbüHen somit einen 
Cylinder. Der Schnitt desselben mit derXFEbene ist die oben erwähnte 
logarithmische Spirale. 

d*= —dt^ d<p; 

Da das Verhältniss — == , constant ist, so ist die Raumcurve 

nach dem Bertrand'schen Satze eine flelix. Für den Radius JR der 
Schmiegungskugel und für den Abstand h ihres Mittelpunktes von der 
OsGulationsebene findet man 

A = « , n = . — • 

Die Gerade, welche den Curvenpunkt mit dem Mittelpunkt der zugehöri- 
gen Schmiegungskugel verbindet, schneidet beständig die ZAxe. Der 
Radius q* des Cylinders, auf welchem die Schmiegungshelix liegt, ist 

* t VH-»i2 

ßr SS —2 > 

^ m 

also gleich dem Krümmungsradius der logarithmischen Spirale im Punkte 
t, (f. Die Gleichungen 

cosa* = 0, cos 6* = 0, cosc* = 1 
bestätigen das schon gefundene Resultat, dass die rectificirenden Kanten 
der ZAxe parallel sind. Endlich wird noch 
die Gleichung der Normalebene 

(cos y — w sin 5p) (? — a?) + (sin y + mcos^)) {tj — y)-hn {C — d) » , 

oder ||+|,-H^^C-.(H-„.) = 0. 

die Gleichung der Osculationsebene 

n (cos q> —wsin fp) (J — x) + n(sin y+m cos (p) (rj — y) — (l-Hn*)(C — is) «s 0, 

oder n-r ^-i- n -rV — (l+m*)^ + nm2f = 0, 

dt dt 

die Gleichung der rectificirenden Ebene 



(siny-i-mcosy)(^ — oc) — (cos 9) — «isiii5p)(ij — y) == 0, 

oder -f-^ — ---ri — mf = 0. 

dt dt ^ 

68) Aufg. Ein grösster Kreis einer Kugel dreht sich una einen 
seiner Durchmesser mit gleichiörmiger Geschwindigkeit, während gleich- 
zeilig ein Punkt seine Peripherie durchläuft. Man untersuche dieCurve, 
welche der Punkt beschreibt unter der Voraussetzung, dass seine Ge- 
schwindigkeit gleich derjenigen des Kreises sei. 

Lös. Wählt man den festen Durchmesser zur ZAxe eines«^ recht- 
winkligen Coordinatensystems , dessen X- und FAxe durch den Miilel- 
pimkt der Kugel gehen und bezeichnet man mit ^ den Winkel, den der 
bewegliche Kreis in irgend einer seiner Lagen mit der XZ Ebene bildet, 
so erhält man für die Coordinaten eines beliebigen Punktes der zu un- 
tersuchenden Curve 

X SS acosV) y ^=^ asin^^cosf), z &= asin^, 
wo a den Radius der Kugel bedeutet. 

Die Curve liegt sowohl auf der Kugel a;'^ + y* + ^* «= «*> als auch 
aul" dem Kreiscylinder x^ + y- — ax = und auf dem parabolischen 
Cylinder je?^ = a(a — x). Verlegt man das Coordinatensystem in den 
Punkt ic=a, y = 0, iei = und setzt zu diesem Zwecke x^x '\r a, 
so erkennt mau ohne Schwierigkeit, dass die Curve ebenfalls auf dem 
Rotationskegel x"^ -\-y'^ — jet* «= liegt. Sie kann demnach als Durch- 
schnittscurve je zweier dieser viei; Flächen construirt werden. Da x 
keine negativen Wertbe haben kann, so liegt sie ganz auf einer Halb- 
kugel. Sie ist symmetrisch in Bezug auf die XF- und XZEbene und 
besitzt im Punkte a?3=a, ^=0, j8^ = einen Doppelpunkt. Es findet 

sich d% = a Vl+cos^y dy; 

sin2cp ^ cos2cr cosop 

cos« = . , cos/7 SS . — , cosy = . - ; 

Vl+cos*y vl+cobV vl-Hcos*g) 

, sin w (2 cos^rjp + 1) 2 cos^op 

COSA Ä ; = — ^, COSiM =3 . ^ — , 

V5 + 3 cos^y V5 + 3 cos^y 

2 

cos V = -j — ; 

V5+ 3co8*5P 



cosfl Ä — 2 
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— 1+2 cQs^^ -I- cos^y 



. 5+2 cos-y 

cos & = . . ==• • sm 5P cos 9> , 

Vl+cos*5P v5+3cosV 



SIQO) 

cosc = — 



Vl+cos'y ^5+3cos*y 
Ferner wird 

die Gleichung der Normalebene 

— 8in25p(| — a?) + cos2y(i7 — y)+cosy(C — ^) = 0, 

« 

die Gleichung der Osculationsebene 

8inqp(2cosV + l)(§— ^)— 2cosV(i;— y) + 2(C— je?) = 0, 
die Gleichung der rectificirenden Ebene 
2( — l+2cos'5P+cos*5PXS--^)-t-(5+2cos*y)sin9)cosg)(?y— y)+siny(f— ;ef)«=0; 

1 + cos^y 5 + 3 cos^y ^ 

-. , . a(l + cos*a))i a 5+3cos*a) 
Demnach ist o « ) ^r:^^-, r «s -;^- ^ 

V5+-3co8V 6 cos SP 

Für 9> ss^^ und y s §77 wird dd' = 0; folglich besitzt die Curve in 
den Punkten ^3=0, ^^sO, ^dta stationäre Osculationsebenen. Im 
Doppelpunkte (9) s und g> ss n) stimmt der Radius der ersten 
Krümmung mit dem Kugelradius überein. 

Der Abstand des Mittelpunktes der osculirenden Kugel von der 

Osculationsebene ist 

- 2 + cos^sp 

Ä a= — a ..- -1= • sm 9p. 

v5+3cos*y 
Selbstverständlich ffiUt die osculirende Kugel in jedem Punkte der Raum- 
curve mit der Kugel zusammen, auf welcher die Raum curve liegt, d.h. 
es ist Jl 3= d. 

69) Au Tg. Ein gerader Kreiskegel, dessen Höhe gleich dem Radius 
der Grundfläche, gleich 1 ist, rolle längs eines andern eben solchen 
Kegels und zwar so, dass sich die beiden Kegel beständig längs einer 
Erzeugenden berühren und ihre Spitzen zusammenfallen. Ein Punkt in 
der Peripherie der Rasis des beweglichen Kegels beschreibt dann eine 
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Raumcurve, die man sphärische Epicycloide nennt. Es soll diese 
Cur?e untersucht werden. 

Los. Bezeichnet man den Wälzungswinkel mit tp und wählt die 
beiden Kegeln gemeinsame Spitze zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems , so wird ein beliebiger Punkt der Curve gegeben 
durch die Gleichungen 

ä; = cos 9 + sin*y, y = sin <jp — sin f)cos y, &taz — cos y. 

Aus diesen Gleichungen folgen die weiteren 

a;* + y^ + ;gf* = 2, j8i*+js? + a:— 1 = 0, 
aus welchen hervorgeht, dass die zu betrachtende Curve sowohl auf d(M* 
Kugel vom Radius \2, als auch auf einem parabolischen Cylinder liegi, 
dessen Erzeugenden der F Axe parallel sind. Im Punkte o; = 1 , ^ s= 0, 
j? = — 1 besitzt die Curve eine Spitze. Wird der Anfangspunkt eines 
neuen Coordinatensystems in diesen Punkt verlegt mitteist der Formeln 

ä: =« a?' + l, y ^ y\ js = / — 1, 
so erhält man leicht die Gleichung x^ + y^ — /* = 0. Es liegt somit 
die Curve auch auf einem Rotationskegel, dessen Spitze sich im neuen 
Coordinatenanfangspunkt befindet. Nun ergibt sich der Reihe nach 

d$ = sini9)V2(3+cosqp)d5P? 

2cosAa>(2cosy — 1) ^ 2sin|a) 

cos« a= 7 " / = — ' , cosÄ = , — =k > 

42 (3+cos y) >/2(3-l- cos q>) 

2 cos 4cp 
cosy as= - r- ^ ^ ; 

. >/2(3+cos9)) 

1 — 2coscp — 2cos2cp — 2sing)(l 4- coscp) 

cosA «= . , . — -, COSf^:^ 1,/ \ — > 

Vl4+4cos5P V 14+ 4 cosy 



cosv = 



cos a = — 



Vl4+4cos9p 

sin 4y (5+10 cos y -h 2 cos^y ) 
V(7 + 2 cos y ) (3 + cos y ) 
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2( — 24-4cos a)-hcos^(jp)cos iq> — sin iw 

V(7-h2 cos y)(3 4- cos 9)) ' V(7H-2cosg))(3-hcosf/') 



_^ 144-4 cos 



j?) ^ 7 + 2cos()p 



3 + cos 

Da d^ =3 wird für (p ^tc, so besitzt die Curve im Punkte x = — 1, 
y sss 0, 3= 1 eine stationäre Osculationsebene. 

Für die Radien der ersten und zweiten Krümmung ergibt sich 
«- siP^y (3 + cos y)^ _ sin^y(7-t-2cosy) 

^ "" V7+2COS9) ' ^ "" 3cos4y 

Der Abstand h des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von der Oscula- 
tionsebene ist 

, 1 -I- 4 cos qp 4- cos^(p 

n = . — 9 

Vl4-h4cosy 
und der Radius dieser Kugel wird, da die Curve eine sphärische ist, für 
alle Punkte derselben constant und gleich dem Radius der Kugel, auf 
welcher die Curve liegt, also R s= V^* 

Endlich ist noch die Gleichung der Normalebene 
cos*i5p(2cos9) — 1)(^— a;)-|-sin|y(j;— y)-hcosi9p(C — 0) = 0, 
die Gleichung der Osculationsebene 

(1 — 2cosy— 2cos29))(?— a?) — 2sin 9)(1 4- cos y)(i; — y) 4- 3(C— ^) = 0, 
die Gleichung der rectificirenden Ebene 

sin|y (54-10cosy4-2cos^9))(5 — x)—2{ — 24-4cosy4-cos'y)cos{9) (?/ — y)4- 

4- sin iy (X—0) = 0. 

70) Aufg. Es soll die ( urve untersucht werden, die entsteht aus 
dem Schnitt des parabolischen Cylinders 

y^ = 2px 
mit dem Kreiscylinder 8^'{-x'^ == o^. 

Lös. Aus der Addition und Subtraction dieser beiden Gleichun- 
gen folgen die weiteren 

{x—pY-i-y^ + ss^ = a^'{-p\ 
(a;+i?)*4-^^— y^ « a*4-pS 

SohBcke's Anfgabensainmlaiig. L 15 
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und es liegt daher diese Raumcurve sowohl auf einer Kugeloberfläche, 

als auch auf der Fläche eines einschaligen Rotalionshyiierboloids. 

„ . , % p dz X 
Es wird --^= -^, -=-= , 

dx y dx 

d}y p ^*^ ^ ^ 

Die Gleichungen der Tangente tj — y = ^. (| — x)y 

£_« = -4-.(|-a;); 
oder ri ^ -^ -S + iy, 

Die Gleichung der Normalebene 

--J(?-^)+|-(i?-y)+(?-^) = o, 

oder S+ — -^ C — p = 0. 

Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 

bis zur FZ Ebene wird — -Va^y^+pV, 

yz 

„ „ XZ „ „ ^VaV+pV-, 






XF „ „ ^V«V + PV. 



Die Gleichungen der Knotenlinien der Normalebene werden 
in der FZEbene: — •»? t — p = 0, 

» » XZ „ I j-C—pa=0, 

„ „ XF „ |+l-.,_p = 0. 

Die Gleichung der Krummungsebene wird 



887 

Der Halbmesser der ersten Krümmung wird 

(a V + pV)* 



Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

y __ y » [fl^y ' (2^^ + y *) + g' (2p»:r^ — a V)] 
"" a^y^4x^ -h y^-) -h p^eH4x^ -{- 0^) ' 
^ p»^» [g^ {g^ — 2pa;) — a? {pz^ + 2a»a;)] 
g-^[a'^y ^ (4ä;^ + y») +pV(4a;^+^^)] 

71) Au fg. Man untersuche die Curve, welche durch den Schnitt 
zweier Kreiscylinder entsteht, die respective auf der XK- und auf der 
XZ Ebene senkrecht stehten. 

Die Curve ist gegeben durch die Gleichungen 

Aus denselben folgt durch Addition und Subtraction 

2a?* + y»-*-^* « g^-f-ftz, 

y* — 0* s g2 — 6*. 
Es kann somit die Curve auch angesehen werden als der Schnitt ein^s 
Rotationsellipsoids mit einem hyperbolischen Cylinder. Für g = 6 zer- 
fällt der letztere in zwei Ebenen, und die Curve besteht in diesem Falle 

aus zwei Kegelschnitten. 

^ , . dy X da X 

Ferner wird -^ = , -7- = > 

dx y 

dx'^ 8^ 

Die Gleichungen der Tangente 

17— y = — ~-(^-^), 

oder tjy-^-^x ^ g^ 
t0-hSx = b\ 
Die Gleichung der Normalebene 



dy_ 
dx 


X 


da^~ 


0» 
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X ,^ ^ X 



(l-«)-(i?-y)^-(C-Ä) ^ = 0, 

oder i— -l — X + issO. 
X y e 

Die Länge der Tangente vom Berührungspunkt 



0*' 



bis zur 72 Ebene wird »= «* .,/_+i_+J: 

Die Gleichungen der Knotenlinien der Normalebene werden 

in der yz Ebene : i-f-X — i«o, * 

y z 



>) »» 



>» ,) aZ „ h 1 = , 

X Z 

„ „ XF „ l_i+i==o. 



Die Gleichung der Krümmungsebene wird 
Der Halbmesser der ersten Krümmung wird 

Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts werden 

F=ft»t/3 ^V + fl'^V — 2a^a;V 
7= 2.3 a;V + a^6 V— 26Vy2 

72) Au fg. Man untersuche die Curve, welche bei dem Durch- 
schnitt eines EUipsoids mit einer Kugel entsteht. (Sphärische Ellipse). 

Wenn der gemeinsame Mittelpunkt beider Oberflächen der Anfangs- 
punkt der Coordinaten ist, so wird die Curve dargestellt durch die 
Gleichungen 



r-, 
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a;* + y» + Ä» = r\ 
aus welchen leicht die vier weiteren folgen 

Die Curve liegt sonach auf sechs verschiedenen FJächen zweiter Ordnung, 
unter denen sich ein Kegel und drei CyJinder befinden. Für r ~ ft 
zerfällt sie in zwei Kreise. Bezeichnet man mit^i, yt^^i drei zusammen- 
gehörige Werl he von x^y^z und subtrahirt von 

die Identität i^—l\x]+i ^ — l\y] = 

so kann man die sphärische Ellipse auch darstellen durch die drei 
Gleichungen 



c* — r\ 



Darnach erhält man 
äy__x_ h*{ c* — g*) de x e\a^ — h^) 

d«y b*_ (c»— g^) (c'— r»J d»« c*_ (t*— o») (6»— r'') 

rfa?»"" g» ■ (c»— 62)Jy» ' di»»"~ a.8 • (6»— 0*)*«=' 
Die Gleichungen der Tangente werden 

x( §—x ) _ yirj — y ) i(C — ?L 

g*(6*— c») ~ 6«(c* — «-)" c»(a'-6*) ' 

oder !B^—<A ^ yy — y'i ^ et — g] _ 

g» (6» — c») 6* (c* - «*) c' (fl- — 6*) 
Die Gleichung der Normalebenc wird 



230 

Setzt man Ä = 1/ -i 4- v^H — r * > so wird 

V fl* ^* c* ^* 

die Länge der Tangente vom Berühi*ungspunkt 
bis zur rZEbene = 7-^ — t^ — • Ä, 

YV — ** '^ '*^ D 

Die Gleichungen der Knotenlinien der Normalebene werden 
in der FZEbene 6*(c* — a^)-2.+cV-ft*)— = 0» 

y ^ 

., „ Xr „ a»(6« — c»)l-+6»(c»— a»)^= 0. 
Die Gleichung der Osculationsebene wird 



c« 



Wenn man der Kürze wegen folgende Bezeichnung einführt: 

Jf «: ... . 1- — — i-^-^ ~x*+- — — Ti -!r+ 

]• 



(gl— a»)»(c»— ft»)»(c»— r^)' 



so wird der Radius der ersten Krümmung 

und die Coordlnaten des Krümmungsmittelpunkts werden 
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Anm. In Folge der Eigenschaft, dass die Summe der Entfernun* 
gen (gemessen auf Bogen grösster Kreise) ihrer Punkte von zwei festen 
Punkten der Kugeloberfläche constant isl> hat die hier untersuchte Curve 
den Namen sphärische Ellipse erhalten. 



C. Krumme Oberflächen. 
Cylinderflächen. 

73) Aufg. Es ist die Gleichung einer cylindrischen Oberfläche 

zu finden, deren Erzeugenden der Geraden — = -^ = — parallel sind 

und deren Leitcurve gegeben ist durch die Gleichungen u = 0, v = 0. 

Lös. Bezeichnet man die Coordinaten »eines beliebigen Punktes 
der Leitcurve mit x, y, Zy die laufenden Coordinaten mit $, rj, ^, so kön- 
nen die Gleichungen einer Erzeugenden geschrieben werden 

^ — x _ r] — y _ C — _? 
i " B C ^ 

Die gesuchte Cylindergleichung ergibt sich nun, wenn man aus diesen 

und den Gleichungen ic = 0^ t; = die Veränderlichen x,y,z eliminirl. 
Setzt man zu diesem Zwecke die gleichen Quotienten 

Luf- nJZll^kzl^X so wird 
A " B " p - '^^ so wird 

X = I — 4A, y = ^ — ^K ^ == C — c^« 

Nachdem man die Grösse A aus einer der Gleichungen u « , t? =s 
bestimmt hat, erhält man die gesuchte Gleichung der cylindrischen Ober- 
fläche durch die Substitution der Werthe für x, y, z in die andere der 
Gleichungen u sc 0, t? = 0. 

a) Wenn die leitende Curve ein Kreis in der XF Ebene ist, be- 
stimmt durch die Gleichungen jg; = 0, 

t (a?-i)'- + (y-Ä)*= Ä*; 

und wenn die Erzeugenden der Geraden 

^ iL -£. 

T "" T "^ 1 
parallel sein sollen, so erhält man als gesuchte Gleichung des Cylinders 
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Wenn der Miltelpunkt des gegebenen Kreises zugleich Anfangspunkt 
der Coordinaten ist, so wird il = und fi s 0, und wenn die Axe di\s 
Cylinders zugleich die ZAxe ist , so wird a = und 6 k und dahei- 
die Gleichung des gewöhnlichen geraden Kreiscylinders 

p^ + x^ = R^. 

h) Wenn die leitende Curve eine Ellipse in der'XF Ebene ist^ dar- 
gestellt durch die Gleichungen 

^«0 ^*^ y' = 1 

und wenn verlangt wird, dass die Erzeugenden der Geraden 
parallel seien, so erhält man als Gleichung des Cylinders 

74) Aufg. Es ist derCylinder zu bestimmen, welcher die Flädir 
zweiter Ordnung 

ax^ + by^ + c£f^ = 11) 
umhüllt und dessen Erzeugenden eine gegebene Richtung besitzen. 

Los. Sind die Cosinus der Winkel, welche die gegebene Richtun«^' 
mit den Coordinatenaxen bildet , den Zahlen i, B, C proportional , so 
können die Gleichungen derjenigen Erzeugenden, welche die gegebene 
Fläche zweiter Ordnung im Punkte x,y,is berührt, geschrieben werden 

A B "^ C ^ 

Die Coordinaten x,y,g der Punkte, welche der Rerührungscurve ange- 
hören, genügen der partiellen Differentialgleichung der Cylinderflächen. 
Darnach ist die Rerührungscurve der Durchschnitt der gegebenen Fläche 
mit der Ebene aAx'\- bBy + cCfe = 0. 3) 

Die Gleichung der Cylinderfläche wird nun erhalten, indem man aus den 
Gleichungen 1), 2) und 3) die Veränderlichen x, y^ z eliminirt. 

Die gesuchte Gleichung lautet 
{aA^ + 6Ä* + tC^) {aV- + H + «C*— 1) = {aAl + hBri + tC^^-^, 

Zusatz. Wird allgemein die Gleichung des Cylinders vorlangt, 
dessen Erzeugenden den Richtungscosinus A, B^ C entsprechen und 
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welcher eine gegebene Fläche zweiler Ordnung t{x,yyZ) « umhüllt, 
so erhält man durch ein Verfahren, welches dem soeben angegebenen 
ganz analog ist, wenn man noch F(^, rj^l^) ^^u setzt 

Kegelflächen. 

75) Au fg. Man bestimme die Gleichung einer conischen Ober- 
fläche vom Scheitel a, 6, c , wenn die Leitcurve durch die Gleichungen 
M = 0, t> ae dargestellt ist. 

Lös. Sind x^y^z die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Leitcurve, $, ?/, C die laufenden Coordinaten, so ist die Erzeugende, welche 

durch den Punkt x, y, geht, bestimmt durch die Gleichungen 

§--a r] — b _ t — c 

x — a y — b ^ — c 
Die Elimination der Grössen x, y, aus diesen und den Gleichungen 

f i s= 0, V s=iO liefert die gesuchte Gleichung der conischen Oberfläche. 

1 
Werden zu diesem Zwecke die drei gleichen Quotienten » — gesetzt, 

so folgt 

X « a + X{§—a), y « b + Xifj — b), ^ « -HA(^— c). 
Die Grösse l kann aus einer der Gleichungen te = , t; s= bestimmt, 
werden. Setzt man hierauf die Werthe für x, y, in die andere der 
Gleichungen ti = 0, v=sO ein, so erhält man als Substitutionsresultat 
die gesuchte Gleichung. 

a) Wenn die leitende Curve eine Ellipse ist, gegeben durch die 
Gleichungen ss h^ 

B^ ■*" A* "^' 
und wenn der Scheitel die Coordinaten a, 6,0 hat, so erhält man als 

Gleichung der conischen Oberfläche 

A^ [(^-6) Ä + {b-q)t]^ + B« [(|-.a)Ä + (a— p)^* = A^ BK\ 

Wenn die leitende Curve ein Kreis ist, so hat man nur AssBsszr 

zu setzen. 



15 



* 



234 

b) Wenn die leitende Curve eine Lemniscate ist 

fe = 0, {x^ + y^y « r». (a;* — y^), 
und der Scheitel die Coordinaten a, 6, c haben soll , so ergibt sich für 
die mit dieser Basis gebildete conische Oberfläche 

c) Wenn die leitende Curve eine apollonische Parabel ist 

= 0, y2 _ 2p/p, 
und der Scheitel die Coordinaten a, 6^ c hat, so erhält man als Gleichung 
der conischen Oberffäche 

(6C-ci??=2pa-c)(a£-c|). 

76) Au fg. Man bestimme den Kegel vom Scheitel a, 6»e, welcher 
die Fläche zweiter Ordnung 

F{x,y,8) = 
umhüllt. 

Lös. Bezeichnet man der Kürze wegen f(a, 6, e) mit u und 
beachtet, dass nach der partiellen Differentialgleichung der Kegelflächen 
die Berührungscurve der Durchschnitt der Fläche F{x^yye)^0 mit der 

f^P f^V f)V 

Fläche ^ («- a) + ^J (»-6) + -~ (ä-c) = 

ist, so erhält man als Gleichung des Berfihrungskegels 

Rotationsflächen. 

77) Au fg. Es soll die Gleichung der Fläche abgeleitet werden, 

welche entsteht , wenn eine gegebene Curve ti b 0, t? = um eine 

^ , X — a y — b — c , . 
gegebene Gerade — - — ^ -^^-g — = — ^ als Axe rotirt. 

• j 

Lös. Durch die Elimination der Veränderlichen x^y,ß aus den 

vier Gleichungen 

tc == 0, o Ä 0, 

Ax-i^By^Cß = a, (o?— a)* + (y— 6)*-»-(xf— c)« = 5p(a) 
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wird im Allgemeinen die Natur der Function (f bestimmt, und man 
erhält dann als gesuchte Gleichung der Rotationsfläche 

(1— af + (i? - hy + (^- c)» = y {A^ + Ä9^ + et). 
Wenn die Wahl des Coordinatensystems frei steht , so wird man 
zweckmässig die Rotationsaxe zu einer der Coordinatenaxen, etwa zur 
ZAxe machen. Dann ist jeder ebene, zur ZAxe senkrechte Schnitt ein 
Kreis, und es wird daher die Gleichung der Rotationsoberfläche von der 
Form sein 

5» + ,,> = m^. 

Da die Coordinaten x^y^s irgend eines Punktes der Curve t« =c 0, t^sQ 
der Gleichung der Fläche genügen müssen, so kann die Function \lf{z) 
dadurch bestimmt werden, dass man aus den Gleichungen i« = 0, t> = 

» 

die Grösse x^-^-y^ als Function von z berechnet. 

a) Wenn in der XZEbene eine Ellipse mit den beiden Halbaxen 
A und B und den Mittelpunkts - Coordinaten p und q gegeben ist und 
wenn die ZAxe zugleich die Drehungsaxe ist, so lautet die Gleichung 
der Oberfläche: 

Die Gestalt der Fläche hängt wesentlich von den Annahmen jß = A ab. 
Wenn der Mittelpunkt der Ellipse zugleich Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist, also p a=0 und 9 « 0, so wird 

die Gleichung eines Rotationsellipsoids, welches durch die Umdrehung 
einer Ellipse um die ZAxe entstanden ist. 

b) Wenn die rotirende Curve eine gerade Linie in der XZEbene 
und die Rotationsaxe wieder die ZAxe ist, so erhält man als Gleichung 
der Oberfläche 

welche einen Kegel darstellt. Geht die erzeugende Gerade durch den 
Anfangspunkt der Coordinaten, ist also B » 0, dann liegt der Scheitel 
des Kegels in diesem Anfangspunkt und die Gleichung wird 

5* + ij^ = i^C*, 
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wo A die Tangente des Winkels bedeutet, welchen die Sei^epliDie des 
Kegels mit dessen Äxe bildet. 

78) Au fg. Eine Rotationsflache, deren Äxe die ZAxe isi, umhüllt 
das 'Rotationsellipsoid 

Welches ist ihre Gleichung? 

Lös. Da die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Berühr ungs- 
curve der partiellen Differentialgleichung der Rotation^flächen genügen, 
so hat man die Beziehung 

ßx—ay »= 0; 2) 
und es ist somit die Beruhrungscurve die Schnittcurve der Fläche 1) 
mit der Ebene 2). Die gesuchte Gleichung wird 

79) Aufg. Es soll gezeigt werden, daes die Fläche 

eine Rotationsfläche ist. 

Lös. Indem man zeigt, dass die Gleichung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung der Rotationsflächen genügt, ffndet man für die Rota- 
tionsaxe die Gleichungen o; as ^ = ^. 

Enveloppen. 

80) Aufg. Es ist eine ebene Curve gegeben, und auf ihr bewegt 
sich der Mittelpunkt einer Kugel; man soll die einhüllende Oberfläche 
dieser beweglichen Kugel finden. 

Lös. Wenn man die Ebene der Curve zur XFEbene annimmt, 
so sei /} = g>(a) die Gleichung der Curve; ferner sei r der Radius der 
bewegten Kugel und a die Abscisse ihres Mittelpunkts bei irgend einer 
Lage ; alsdann wird 

{x — aY + — y(a)]^ + ;8f2 = r* 
die Gleichung der Kugel. Wenn man aus dieser und aus ihrem in Be- 
zug auf a gebildeten ersten Differentialquotienten, nämlich 
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die Grösse a eliminirt, so erhält man die Gleichung der einhüllenden 
Oberfläche. 

a) Wenn die ebene Curve, auf welcher sich der Hittelpunkt der 
Kugel des Radius r bewegt, ein Kreis mit dem Radius q ist und wenn 
dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, so dass seine 
Gleichung /?^ + a^ ae q^ wird, so hat man 

{x — ay-^-iy — 4q^ — ci^y + ^* = r\ 
* x^Q^ — a* — ya a= 0. 

Eliminirt man hieraus die Grösse a, so wird die Gleichung der einbul- 
lenden Oberfläche 

V^*+y* — V^* — 0^ — Q- 
Die beiden vorhergehenden Gleichungen zusammengenommen stellen 
die zu dem speciellen Werth von a gehörige Charakteristik dieser Ober- 
flächiB dar. Ihre Projection auf die XFEbene ist 

a?V(>* — a*Mycr, eine gerade Linie, 
und ihre Projection auf die XZ Ebene 

(aj — a)* • ^ +^^ Ä r\ eine El'ipse. 

Es ist also die Charakteristik eine ebene Curve und zwar ein Kreis vom 
Radius r, dessen Ebene senkrecht auf der XFEbene steht. DieKnoten- 
Jinie dieser Ebene macht mit der XAxe einen Winkel, dessen Cosinus 

=. — ist. 
Q 

b) Wenn die leitende Curve, auf welcher sich der Mittelpunkt der 
Kugel vom Radius r bewegt, eine Ellipse mit den beiden Halbaxen a und 
b ist und wenn der Mittelpunkt der Ellipse der Anfangspunkt der Coor- 

dinaten, so dass ihre Gleichung j-^-\ — ^ ~ ^ '^^» ^ ^^^^ 
(ä; — a)« + (y — — Vö* — a^?+Äf» = r2, 

Ol 

also der DiQerentialquotient in Bezug auf a 

L ^a^ — «2 1 

Wird aus diesen beiden Gleichungen a eliminirt, was allerdings 
ausführbar ist, aber ein sehr unerquickliches Resultat gibt, so hat man 
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die Gleichung der einhüllenden Oberfläche. — Nimmt man aber hierzu 
noch den zweiten DifTerentialquotienten 

und eliminirt nun aus diesen drei Gleichungen die Grösse a, so erhält 
man als die beiden zusammengehörigen Gleichungen der Rückkehr- 
kante der Oberfläche 



a;» + y* + B^—{by)1ia^ — 6»)* = r* + o»— 26*. 

c) Wenn die leitende Curve wieder wie in dem ersten Beispiel ein 
Knris mit dem Radius q in der XFEbene ist, also seine Gleichung 
/?> + a' 3= Q^ und wenn sich auf seiner Peripherie der Mittelpunkt eines 
Ellipsoids mit den drei Halbaxen a, 6, e so bewegt, dass die Axe 2a 
stets parallel mit der XAxe bleibt, so hat man 

a* "*■ T^ '*"c»""^- 

Der erste Differentialquotient in Bezug auf a wird 

X a* — 6* y ^ n 

und der zweite 

Eliminirt man aus den beiden ersten Gleichungen a, so erhält man 
die Gleichung der einhüllenden Fläche, was aber ein unbequemes Resultat 
gibt; eliminirt man aber aus allen dreien die Grösse a, so erhält man 
als die beiden Gleichungen ihrer Rückkehrkante 

(62ß'a;)» + (a Vy)» = q\a^ — 6*)*. 

Wenn das EUipsoid durch Rotation um die ZAxe entstanden ist, 
so wird a sc i, und es ergibt sich als Gleichung der einhüllenden 
Oberfläche 

ylx^-^y^ =B Q -\ Vc- — z^- 

c 
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81) Au fg. Man bestimme die Enveloppe der Ebenen, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen und von einem zweiten gegebenen 
Punkt gleichen Abstand haben. 

Lös. Wählt man den zweiten gegebenen Punkt zum Coordinaten- 
anfang und die Verbindungsgerade der beiden gegebenen Punkte zur 
ZAxe, so hat man die Enveloppe der Ebenen 

zu bestimmen, wobei die variablen Parameter a und 6 durch die Relation 

d 

mit einander verbunden sind, welche ausdrückt, dass der Abstand einer 
jeden Ebene vom Coordinatenanfangspunkt gleich p sein soll. Man er- 
hält als Enveloppe den Kreiskegel, dessen Gleichung lautet: 

(d* — p*)(«* + y^) —v\d—z? = 0. 
82) Aufg. Man bestimme die Enveloppe der Ebenen 

Ax-^-By^Cz = 2>, 
wenn zwischen den variablen Parametern i, Ä, C und D die Gleichungen 
bestehen ' A* + B» + ßi « 1 , 

Lös. DiSerentiirt man die drei gegebenen Gleichungen nach 
Ay By C, 0, multiplicirt die erhaltenen Gleichungen beziehungsweise mit 
Jly ju, 1 und addirt sie, so erhält man dadurch, dass man die Coefficienten 
von dA, dB, dC, dD gleich Null setzt, die Gleichungen 

Aa;=i4ft+ D^ — d^ ' ^^ 

ß 
Xy^Bn+ ja_^» . 2) 

^= C^+ j,_^, . I 3) 

4* B* C* 1 

p+ (Pi—ft»)»"*" (fl»— c«)* J* *) 

Multiplicirt man hierauf 1), 2) und 3) resp. mit A, B, C und addirt, so 

folgt 

XD = fi] 5) 
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mulUplicirt man dagegen dii3seiben Gleiciiungen mit Xy y, & und addirt, so 
kommt, wenn man der Kürze wegen a:* + y* + ;8f* =e jR* setzt 

oder in Folge von 5) 

Erhebt man beide Seiten von 1), 2), 3) in's Quadrat und addirt, so 
ergibt sich 

A,n ==fÄ + (02— a2)2"*"(ö2 _ft2)2-*- (D2_c2)2 ' 

Es wird daher nach 4) und 5) 



D(i|i_/)2y ^- R^—D^ 

Setzt man diese Werthe in 1), 2), 3) ein, so folgt 

X AD 



Ä2_fl2 B^ — a^' 

y _ BD 

^ cp_ 

Multiplicirt man endlich diese Gleichungen resp. mit Xyy.z und addirt 

unter Berücksichtigung des Werthes l und der Gleichung 6), so folgt 

als Gleichung der gesuchten Enveloppe 

x^ y* z^ 






/{2_ß2 • Ä2_ft2 ^ R2^c^ 

oder indem man links die Grösse ^^^ , rechts die ihr gleiche 

Grösse 1 subtrahirt 

Es stellt diese Gleichung die Wellenfläche von Fresnei dar, 
welche in der Optik ihre Anwendung findet. (Vergl. M^moires de l'ln- 
stitut, I. VII, pag. 136). 



J 



83) Aufg. Man bestimme a) die Fusspunktenfläche des dreiaxigen 

/p2 y2 j^2 

Ellipsoids — + ^+ -2 == 1 für den Coordinatenaniangspunkt als Pol, 

b) deren Tangentialebene, c) den Abstand der letzteren vom Coordina- 
tenanfangspunkt. 

(Fällt man von einem gegebenen Punkte aus Perpendikel aui die Tangen- 
tialebenen einer gegebenen Fläche, so bilden die Fusspunkte der erstereu 
eine neue Fläche, welche die F u s s p u n k t e n f 1 ä c h e der gegebenen Fläche 
für den gegebenen Punkt als Pol genannt wird). 

Los. a) Als Gleichung der gesuchten Fusspunktenfläche Ondetman 

b) als Gleichung der Tangentialebene im Punkte Xyy,0 der Fuss- 
punktenfläche 

{2r^—a'')xl + {2r''—b'')yri + (2r^ - c>C = r*, 
wo a;* + y* +j2?^ = r* gesetzt wurde; 

c) der Abstand dieser Tangentialebene vom Coordinatenanfangs 
punkte wird 

}Ja*x^ -h bY + cV- 
'Die hier behandelte Fusspunktenfläche ist die Elasticitätsfiäche 

von Fresnel, welche in der Theorie des Lichtes von grosser Wichtig- 

keit ist. (Fresnel, Memoires de Tlnstitut, t. V[II^ pag. 130). 

84) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass alle Tangentialebenen 
der Fläche 

wo ^ eine beliebige Function bezeichnet, durch einen und denselben 
Punkt gehen. 

Lös. Die Gleichung der Tangentialebene ist 

^ X^ ^ X \x I 

und man erkennt, dass alle Tangentialebenen durch ^en Anfangspunkt 
der Coordinalen gehen. Die vorgelegte Gleichung ist die Gleichung eines 
Kegels, dessen Spitze der Coordinatenaniangspunkt ist. (Vergl. § 22). 

B o h n c k e's Aufgabensammlung. 1 . 16 
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85) Aufg. Man bestimme das Volumen der Pyramide, weiche 
enthalten ist zwischen den Coordinatenebenen und der Tangentialebene 
an die Fläche 

a*y* +a;^;5* = r^a:^ (Cono-cuneus von Wallis). 

Lös. Man findet für das verlangte Volumen ^ . , r^- 

86) Aufg. Fiir die Fläche, deren Gleichung 

xyz = a* 
ist, bestimme man: a) die Hauptkrummungsradien, b) die Kreispunkte, 
c) die Fusspunktenfläche für den Coordinatenanfangspunkt als Pol. 

Lös. a) Die Hauptkrümmungsradien können bestimmt werden aus 
der quadratischen Gleichung 

wo Z) == .. = den Abstand der Tangentialebene vom 

Coordinatenanfangspunkte bezeichnet. 

b) Die Coordinaten der Kreispunkte sind 

In einem Kreispunkte ist Jt = J{^ s= jtj = i) = 4^a. 

c) Die Gleichung der gesuchten Fusspunktenfläche ist 

52 + ^2 + ^2 « 3a v'^. 

([n den Exercices methodiques de calcul dififerentiel vonBrahy istpag. 215 
irrthümlich x^-^y'^+z^ = «^ als Gleichung der Fusspunktenfläche 
angegeben). 

87) Aufg. Es soll gezeigt werden, dass die Fläche 

(T)'-(-f)'-(T)" = > 

von der Kugel x^+y'^+z^ = r^ in den Kreispunkten berührt wird, wenn 

3n 2n 2n 8n 



Lös. Bestimmt man die Coordinaten eines Kreispunktes der ge- 
gebenen Fläche und setzt dieselben in die Gleichung der Kugel, 
a;*-|-y* + ^* = r^ ein, so findet man als Bedingung, dass der Kreispunkt 
ein Punkt der Kugel sei, die in der Aufgabe enthaltene Beziehung zwischen 
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a, 6,c und r. Ist diese Bedingung erfüllt, so sind für die Coordinaten der 
Kreispunkte die Grössen p ss-^ und j = 3- für beide Flächen iden- 
tisch, womit die in der Autgabe ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

88) Aufg. Die Hauptnormalen der cylindrischen Schraubenlinie, 
welche gegeben ist durch die Gleichungen 

X SB mcosjp, y sxz msin^y ß 3= nq), 
bilden die windschiefe Schraubenfläche. Man bestimme für dieselbe a) 
die Gleichung, b) die Tangentialebene im Punkte x^ y, z und deren Ab- 
stand vom Coordinatenanfangspunkt und c) die Hauptkrümmungsradien. 
Lös. a) Die Gleichungen der Hauptnormale der gegebenen Schrau- 
benlinie sind 

(I — a?)sin^ = {yj — 9)cos9), C = ;s, oder 
$sin9> = lycos^, C = ^SP* 
' Hieraus folgt durch Elimination der Grösse q) als Gleichung der Schrau- 
benfläche 

|sin— asiicos — oder -2- s lang— • 
n n 5 n 

b) Die Gleichung der Tangentialebene wird 

/ » 

der Abstand der Tangentialebene vom Coordinatenanfangspunkte ist 

D= -j =1^, wenn r = ylx^+y^ gesetzt wird. 

c) Die Hauptkrdmmungsradien können gefunden werden aus der 
Gleichung 

Die Schraubenfläche hat somit in jedem Punkte zwei gleich grosse und 
entgegengesetzt gerichtete! Hauptkrümmungsradien; ihre mittlere Krüm- 
mung ist gleich Null. Es ist diess eine Eigenschaft, welche den Mini- 
malflächen zukommt, d.h. solchen Flächen, die bei gegebener Begren- 
zung die kleinste Oberfläche besitzen. 

89) Aufg. Es soll die Gleichung der abwickelbaren Fläche gefunden 
werden, welche durch die Tangenten der Schraubenlinie 
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X = mcos^') y « msiny, ^ nq) 
gebildet wird, und es soll bewirsen werden, dass die Normale dieser 
abwickelbaren Schraubenfläcbe mit der ZAxe einen constanten Winkel 
einschliessl. 

Lös. Die Gleichungen der Tangente der gegebenen Schraubenlinie 

sind — - — . — sc -^ — ^ a= ~ 

oder I — mcos — = sin— (t — 0), 



— msm -^ = — cos -^ (C — ^)- 



* nun 



Die Elimination der Grösse aus diesen beiden Gleichungen ergibt als 
Gleichung der abwickelbaren Schraubenfläche 

$cos( • ' 1 -hwsinl -^ * I = m. 

\n m I * \n m J 

Setzt man zur Abkürzung -^ ^^ *- = und beachtet, dass 

n m 

?ycos0 — ?sin0 = v?*+^*"~w^» so findet man für die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale der Fläche mit den Coordinatenaxen bildet 
Y_ n(mcos© — '§) n(msin0 — rj) 



m 



Z 



ylm^-hn? 



90) Aufg. Es soll das dreiaxige Ellipsoid 

untersucht werden. 

Lös. Pur einen Punkt Xyy,0 des Ellipsoids ist die Gleichung 
der Tangentialebene 

oder -!+l+4 = 1. 

a^ 0^ c* 

Bezeichnet man (!er Kürze wegen den Abstand des Coordinatenanf'angs- 
punktes von der Tangentialebene im Punkte x,y,0 mit Dy so dass 
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Z)= — ^ 

^l y^ e^ 

,4"*" M"*" ^4 



^/ 



o« ■ b*' & 

so erhält man für die Cosinus X, Y, Z der Winliel, welche die Flächen- 
normale in diesem Punkte mit den Coordinalenaxen einschliesst 

Die Gleichungen der Normale werden 

a; y ä * 

Die Länge der Normallinie vom Berflhrungspunkte der zugehörigen 

Tangentialebene bis 

, zur FZ Ebene wird = 



a« 



D ' 
XZ -^ 



C« 



Die Hauptkrummungsradien sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

Die vier reellen Kreispunkte des Cllipsoids haben die Coordinaten 

V «^ — c^ ' Y « — <^ 

91) Au fg. Es soll das Paraboloid untersucht werden, dessen 

Gleichung ist 

Lös. Die Gleichung der Tangentialebene wird 

Bedeutet D den Abstand des Coordinatenanfanges von der Tangentialebene 
iai Punkte x^ y, z^ ist also 



V 



•2 »t1 



?' +»: + 1 



so erhält man für die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit den 
Coordinalenaxen bildet 
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i 

az bz z 

Die Gleichungen der Normale sind I 

a; y — 1 ' 

Die Länge der Normale vom Berührungspunkt der entsprechenden Tan- 
gentialebene bis zum Durchschnitt 

mit der FZEbene wird« -^, 
XZ « — 



» >» "A i y) 9) 



Ä* 



2> 

Die Hauptkrümmungsradien können bestimmt werden aus der Gleichung 

Die Coordinaten der Kreispunkte sind, wenn a > ( 

/a — 6 a — b 

«-0, y = ±öy-^-, « = -2-. 

wenn 6>a x = ±a-\f — ^, y«0, es * 

92) Aufg. Es soll die Rotationsfläche untersucht werden, die 
entsteht, wenn die gewöhnliche Lemniscate 

(x^-^-y^y = a^(x'^—y^), x = 
um ihren Durchmesser rotirt. 

Lös. Die Gleichung dieser Fläche wird 

{x^ -i-y^^ z^y = d^ {x^ — y* — z^). 

Wenn man der Kürze wegen x'^-hy^ + z^ ^ m* setzt und dabei 
X als Function der beiden unabhängigen Veränderlichen y und z betrach- 
tet, so wird 

dx y . (g^ + 2m^) dx z{a^-h2m^) 

^"^ a;.(a*— 2m*)' 'Sz'^ x(a^—2m^)' 

d^ _ (g* — 4m*) . [(g* — 2m^) a?* — (o^ + 2m^) y^] + 16a% V 

V-"" a;».(g» — 2m2)a 

jö^ic __ yz . [IQa^x^ — (g* — 4m*) (g^ + 2m^)] 
8ydz ' x^.(a^—2m}Y 

S^x _ (g* — 4m*) . [(g^ -- 2m^)a;* — (g^ + 2m *) ^r*] 4- Voa'^x^z'^ 

dz^^ a;».(g*- 2m^f 
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Die Gleichung der Tangentenebene wird 

Es werden die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit den Coor- 

dinatenaxen bildet 

^ x.{2m^—a}) 



F = 



Z = 



ahn 
z.(2m^'{- g^) 



Die Gleichangen der Normale werden 

(2m»— a»)a; (2m* + a% *" (2m* + «*) ;5 * 
Die Länge der NormalHnie vom Berührungspunkt der zugehörigen Tan- 
gentialebene bis zum Durchschnitt 



mit der FZEbene wird 



»> » -AZ 99 )9 



a^m 



»» ?l -AJT 99 



o*— 2m» ' 
a»+2m»' 



a*+2m» 

Wenn man die KrQmmangsbalbmesser der respectiven kleinsten 
und grössten Krümmung mit Aj und B^ und die Coordinaten der be- 
zfigiichen Krümmungsmittelpunkte mit aj, ßi, Yi und aj, /?2i fz bezeich- 
net, 80 erbält man für diese Stacke lolgende Ausdrücke: 

_ (a;»+y'+g*+a').a; 2a^x 

"• ~ 3(a;» +y*+ «») ' "* ~ a» + 2«» + 2y* + 2«* 

Pi 3(a;2+y2+^I) ' Pt " '^' 

93) Aufg. Die Lemniscate 

(«* + y')* = a» («^ — y»), «! = 



1 » 
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rotirt um die FAxe. Es soll die enlsiehende Rotaironsfläciie untersucht 
werden. 

Lös. Die Gleichung dieser Rotationsfläche ist 
(a;* -\-y^ + z^Y = a} {x^ - y- + z'^). 
Wenn man hier ebenso wie vorhin a;* + y* + jef' = m* setzt, und dnlni 
y als Function der beiden unabhängigen Veränderlichen x und z be- 
trachtet, so wird 

gy x(a^—2m') dy _ ;g(fl» — 2w») 

dx ^ y{a} +2r«2) ' Bz "" yCa^ +2m2) ' 

d^y _ (g* — 4m*) . [(o^ + 2w ^ )y^ — (a^ — 2m^)a;^]— 16fl^a?V 

ö*y^ _ — a?;g[i6aV 4- («*- 4m*) (a^ — 2m^)] 
5^57"" yHa^-l-2m2)3 

d^y _ (a4,^4^*),[-(a2 4,2m-g)y^ — (g^ — 2m-^)ig^]— 16a*j/^;g^ 
^ä^- y*(g* + 2m2)» 

Die Gleichung der Tangentenebene an einen Punkt (x, y, z) wird 
X (2m^— g^)? + y (2m2 H-g*)«? + z(2m'^ —a^K = »**. 
Ferner werden die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit. 

den Coordinatenaxen bildet 

_ X (2m^— g^) 



g-m 



y(2m^+g^) 
g*m 

^ <2m2~g2) 

g^m 
Die Gleichungen der Normale werden 



(2m2— g2)a; (2m2 + g2)y (2m'* -f- g*) z 

Die Länse der Normallinie vom Punkte (x,y,z) bis zum Durchschnitt 

g- V^M-^M^ 
mit der FZ Ebene wird = a^.^2x^.^2y^^2z^ ' 

a^yjx^+y'^+z^ 



» »♦ 



^^ »' " - g2+2a:2+2y* + 2^2' 
vr - g^ ^x'^+y'^+z^ 

6970 08ö ^ 
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WenA hier auch wieder die Radien der kleinsten und grössten 
Krümmung i^it Bi und i2j und die Goordinaten der bezüglichen 
Erümmungsmittelpnnkte mit Ot, ßt, /i und Oj , ßt, y, beEeicbnet 
werden, so erhält man 
R «* « ga^g' + yM-^ 

"' - 3(^» + y« + ««) ' "' "• 

y(a!*+y'4-i>*4-a») ^ 2a»y 

^' " 3(a;*+y* + »') ' ^* ~ a»— 2«»— 2y'— 2«*' 



Druckfehler. 

Seite 15. Beisp. 63 ist in der Antwort der Factor dx hinzuzufügen. 

„ 23. Zeile 5 v. n. fehlt am Ende die Klammer. 

)» 42. „ 1 ,, u. am Ende der Zeile lies dy^ statt dy. 

» 50. „ 6 „ u. 1. 6^» st. e». 

»> 57. „ 11 „ 0. fehlen am Anfang die Worte: Es ist. 

»1 63. „ 5 „ u. lies: Eine Function u «= f{x,y,0,t,...) u. s. f. 

„ 65. „ 12 „ u. lies /-(»-D (0). 

„ 73. „ 11 „ u. 1. J?5 st. B\ 

„ 79. „ 9 „ o. 1. 1,37 ... St. 1,137 .. 

Auf Seite 127 ist durch ein Versehen die unvollständige und zum 
Theil unrichtige Lösung der Aufgabe 93 aus den früheren Auflagen 
wieder abgedruckt worden. Die richtige Lösung ist folgende: Damit 
überhaupt von einer reellen Sehne die Rede sein kann, deren Endpunkte 
auf den Parallelkreisen liegen und von dem zweiten Pole gleich weit 
entfernt sind, darf sind nicht kleiner sein als sin ^ (« — /?). 1) Ist 
sin ^ (a-\-ß) > sin d > sin ^ (a — ß) , so ergiebt sich für 

^^ ^ *" cosUa—ß) ^^® ®^° Maximum der Sehne — 2 sin 4 (a + ^V) 

und für cos^ - cos j (g + g)^ s ^ (« -> ^) ^^ ^^^^^ ^^^ ^^^^^ _ 

cos 

2 8in4(tt — /?)8in4(«+ff) oM. • A^ • 1/ _i.Ä^ u. 

"* ~j-^ — ^-^ ^* 2) Ist sm > sm { (o+/?), so ergiebt 

sich wieder für cos x -= ^Q^y(«+^) ^^^ g ^jj, Maximum der Sehne « 

cos i («—/?) 

« 2 sin i (a + ß)^ dagegen für cos x « -^-f- /"-^ f n cos d ein Minimum 

cos ^ (a-i- ß) 

der Sehne -= 2 sin ^ (« — ß). 

Seite 167. Zeile 14 v. u. lies w— — ^, r^ « -, statt w « — 1, r = — - 



j> 



7^ V 

167. „ 13 „ „ lies r = aV2, statt r = yj2a. 



» 168. „ 13 „ u. 1. i/A 8t. J 

,9 177. „ 5 jj u. ist bei St das Zeichen — wegzulassen. 

182. „ 10 „ u. lies y « — x — ^a statt y *» — x — a. 

195. „ 1 ,, u. lies 4r sin J(jp cos :V^' statt 4rsin ^(p sin|^. 

207. „ 6 „ u. lies je nachdem x negativ oder positiv ist. 
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